2232 — Yurda Doénils Arastirma Burs Programi Sonug Raporu

TUBITAK

Sonug¢ Raporu

Kapsadigi bénem - 15/10/2017 — 15/01/2019

Aragtirmanin Bashgr: Karmasik analitik ylizeyler arasindaki meromortik
fonksiyontarin lokal olarak genisletiimesi ve karmagik polinom otomorfizmalarinin
dinamiklerinin incelenmesi

Adayin Ad! Soyadi: Ozcan Yazicl
Telefon No: 0312 210 5387
Cep No: 0545 814 5606
E-mail Adresi: oyazici@mety.edu.ir
Danmismanin Adi Soyadi | Ibrahim Unal
Telefon No: 0312 210 5380
Cep No: 0546 525 5020
E-mail Adresi: iunal@metu.edu.tr

0

1

O



2232-Yurda Dénilg Aragtirma Burs Program Sonug Raporu

1.) Aragtirma Konusu

Bu matematik aragtirma projesinde, ¢cok defigkenli karmagik analizin ve
dinamik sistemlerin bazi problemleri incelenmektedir. Arastirmann bir-
inci kismi, gok defiskenli karmagik uzayda tammh meromorfik fonksiyon-
larm baz: kogullar altinda holomorfik olarak genigletilmesi problemi {iz-
erinde yogunlagmaktadir. Forstneric [F|, bir birim kiirenin i¢inden bagka
bir birim kiirenin igine giden proper, holomorfik forksiyonlarin rasyonel
(meromorfik) olmasi gerektigini gostermigtir. Sonrasmnda Cima-Suffridge
[CS] ve Chiappari {Ch] bu tiir fonksiyonlarin kiire {izerinde tekilliklerinin
(poles) olamayacagni, yani kiirenin bir komsuluguna holomorfik olarak
genigletilebileceklerini gdstermiglerdir. Bu aragtirma projesinde kiire yer-
ine daha genel reel analitik hiperyiizeyler (hypersurfaces) arasindaki rasy-
onel fonksiyonlarin hiperyiizeyin bir tarafindan diger tarafina holomorfik
olarak genigletilmesi problemi incelenmektedir. Bu problem, reel anali-
tik hiperyiizeyin bir tarafinda holomorfik olan fonksiyonlarin simflandiril-
mastyla ilgili oldugundan oldukea ilging ve dnemli bir problemdir.

Diger bir problem olarak, ¢ok degiskenli karmagik polinomlarin dinamigi
incelenmektedir. Bu polinomlar: kullanarak degigmez (invaryant) élglimler
olusturulmas: tizerine gahgiimigtir. Bu dlglimlerin ergodik teoride bircok
uygulamas: oldugu bilinmektedir. Ayrica karmagik dinamik yontemleri son
yillarda matematiksel biyoloji, fizik ve astronomideki kaotik yapilarm an-
lagilmasina yardimer olmusgtur.

2.) Rapor Déneminde Yapilan Calismalar
2.1 Birinci Rapor Déneminde Yapilan Calismalar

1. rapor déneminde {15.10.2017-15.04.2018) farkh boyutlu reel analitik
hiperyiizeyler (hypersurfaces) arasindaki meromorfik fonksiyonlarin holo-
morfik olarak genigletilmesi problemi tizerinde ¢aligibmgtir. Literatiir calis-
mas! olarak Cima ve Suffridge’in [CS] ve S. Chiappari’nin {Ch| makaleleri
ayrintill olarak incelenmigtir. Ozel bir durum olarak, kiireler arasinda tamml

1



2232-Yurda Déniig Aragtirma Burs Program1 Sonug Raporu

ve kiirenin bir tarafinda analitik olan bir meromorfik fonksiyonun, kiirenin
diger tarafina da analitik olarak genigletilebilecegi sonucu Cima ve Suf-
fridge’in yukarida bahsedilen makalesinde ispatlanmigtir.

Birinei rapor déneminde yukarida belirtilen sonucun kiirelerden daha
genel reel analitik ylizeylere genellemesi tizerine ¢aligilmistir. Bu baglamda,
herhangi bir reel analitik hiperyiizeyin bir tarafinda analitik olan ve bu
hiperyiizeyi baska bir giiclii yari-konveks (strongly pseudoconvex} hiperyiiz-
eye gotliren meromorfik bir fonksiyvonun hiperylizeyin diger tarafina da
lokal analitik olarak genigletilebilirliligi {izerine caligtlmugtir. Litaratiirde
bulunan calismalarin tamaminda gorinti kiimesindeki hiperyiizey kiire
olarak alinmug ve bu tiir meromorfik fonksiyonlarin analitik olarak genigletile-
bildigi gosterilmigtir. Birinci caligma déneminde goriintii kiimesindeki kireyi
dzel bir giicli yarr-konveks hiperyiizey sumfi ( (3.1.1) de bu tip hiperyiizey-
lerin agik tammi yapilacak) ile degigtirdigimizde analitik genigletilebilir-
ligin varlign gosterilmigtir. Bu sonug her ne kadar kiireler i¢in elde edilen

genigletilebilirlik sonuclarint daha genis bir 6zel hiperyilizey sinifi iin genellegtirse
de, goriintii kilmesinde herhangi bir giiclii yari-konveks hiperyiizey oldugunda
genigletilebilirligin varligr bilinmemektedir. Ornegin goriintii kiimesinde
giiclii yan-konveks reel cebirsel bir hiperyiizey (reel degerli bir polinomia
tammbh bir hiperyiizey) aldigimizda meromorfik fonksiyonlarin genigletibilir-

ligi hakkinda literatiirde daha 6nce yapilmig bir caligma bulunmamaktadir.

2.2 Ikinci (Son) Rapor Déneminde Yapilan Calismalar

Bu calismaya 2. rapor doneminde de devam edilip gii¢li yan-konveks
reel cebirsel hiperyiizeyler icin benzer hir genigletilebilirlik sonucu elde
edilmigtir. Daha ayrintili anlatmak gerekirse, goriintii kiimesindeki A’
hiperyiizeyinin lokal olarak

Imzy = (7, 7)

denklemiyle tammlandigi durumda, belli ozellikleri saglayan herhangi bir
F: M — M meromorfik fonksiyonunun holomorfik olarak genigletilebilir-
ligi gosterilmigtir. Buradaki M’ yi tamimlayan p’ fonksiyonu reel degerli
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herhangi bir polinomdur. p’ nin, dolayisiyla M’ nin herhangi bir kiiresel
simetri 6zelligi saglamasi gerekmediginden, bu sonug literatiirde yapilan
ve bir dnceki dénem elde edilen sonuclardan farkhidir. Elde edilen sonug
makale [Y2] olarak yazilarak, yayinlanmak {izere uluslararas: bir dergiye
gonderilmigtir ve hakem degerlendirme agamasindadir. (Bkz. [Ek 1))

Bu rapor déneminde diger bir problem olarak polinom otomorfizmalarinn
dinamikleri incelenmistir. C? {in otomorfizmalarn 5 farkli siuftan olugmak-
tadir. [CF] de, bu smmflardaki otomorfizmalar icin Green fonksiyonlari
olugturulmug ve bunlar kullanilarak orbitlerin sonsuzda davramsglar ince-
lenmistir. Bu projede, C° {in baz: otomorfizmalan igin degigmez dlgiimler
bulunmustur. Bu degismez dlciimlerin entropileri hesaplanip ((3.1.2) de
detayl olarak aciklanacak) bu entropilerin maksimal olup olmadig: ince-
lenmigtir. Maksimal entropiyi veren dl¢limler ergodik teori caligmalarinda
biiyilk 6neme sahiptir. Bu caligma, proje siiresinin, bagvuruda sunulan
24 ay yerine 15 ay olarak belirlenmesi sebebiyle henfiz tamamlanmamigtir.
Dolayisiyla bir siire daha bu problem iizerinde ¢aligilip, elde edilecek sonuglar
vayinlanmak iizere bir dergiye gonderilecektir.

3.) Aragtirma Sonuclari ve Ciktilar
3.1 Sonuclar
3.1.1 Holomorfik Genisletilebilirlik Problemi

p(z) ve p'(z) reel analitik fonksiyonlar ve
M={zeC" pz) =0}, M = {2 C":p/(2) = 0}

olmak iizere 2 hiperyiizey alalim. Eger M’ hiperyiizeyini tammlayan p'(2)
fonksiyonu giiclii yari-konveks (strongly pseudoconveks) ise (vani p/(z) nin

&p'(z) .. o .
505, ] LciieN her z € M i¢in pozitif definit
ise ), M’ hiperyiizeyine giiglii yari-konveks hiperyiizey (strongly pseudocon-

veks hypersurface) denir.

kompleks Hessian matrisi olan [
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Bu durumda reel analitik p/(z) fonksiyonu koordinat degisimi yapilarak gu
formda yazilabilir:

N-1
p(z) = Imay — Z |2 + ¢(2).
j=1
Burada ¢(z)} = O(]z]*), vani %‘? sifirin etrafinda simirh olan herhangi bir
reel analitik fonksiyondur.

p € M ve f, 2z noktasinin bir komgulugunda meromorfik, hiperyiizeyin
bir tarafi olan M+ = {z € C" : p(z) > 0} bolgesi iizerinde holomorfik ve
F(M) ¢ M’ yisaglayan bir fonksiyon olsun. Eger M’ hiperyiizeyini tanim-
layan p/(z) fonksiyonunda ¢(z) = 0 alirsak, M’ hiperyiizeyi C deki reel
kiireye estir. Bu 6zel durumda Cima-Suffridge [CS], f meromorfik fonksiy-
onunun zg noktasina holomorfik geniglemesinin oldugunu gdstermigtir.

11k calisma déneminde goriintii kiimesindeki M’ hiperyiizeyinin tanimin-

daki ¢ fonksiyonu
$(Az) = [N%(2)
(d>2) dzelligini sagladiginda, yukaridaki gibi verilen, z noktas: etrafindaki

meromorfik bir f fonksiyonunun, zy noktasina holomorfik olarak genigletilebile-
cegi gosterilmisgtir. '

Tkinci (son) ¢alisma déneminde ise ¢(z) nin yukaridaki gibi homojenlik
ozelligi saglamadig1 daha genel durumlar icin benzer holomorfik genigletilebilir-
lik problemi {izerinde cahgilmigtir. Bu baglamda, ¢(z) fonksiyonu, reel
degerli herhangi bir polinom olarak alindifinda, 2z, noktasi etrafindaki
[ meromorfik fonksiyonunun z, a holomorfik geniglemesi oldugu goster-
iimigtir. Bu sonug, ¢ nin, dolayisiyla M’ hiperyiizyenin herhangi bir simetri
ozelligi tagimadig durumlarda da, f nin holomorfik geniglemesinin varligini
gostermesi nedeniyle 6nemlidir. Meroforfik fonksiyonlarin analitik olarak
genigletilebilmesi ile ilgili elde edilen sonuclar, aragtirmac: tarafindan, 2019
un Subat ayinda, ODTU Matematik Béliimii Genel Seminerler ve Bilkent
Universitesi Analiz Seminerleri kapsaminda sunulacaktir.
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3.1.2 Polinom Otomorfizmalarinmin Dinamikleri

Ikinci calisma déneminde, bir diger problem olarak, C® iin polinom oto-
morfizmalarinin dinamikleri incelenmisgtir. f : C* — C? birebir bir polinom
ve 4 bir olasilik 8lgiisii (probability measure) olsun. C® {in bir partisyonu
{partition) olarak A = {A,,..., Az} alalim. Bu partisyonun f altindaki
ters imaji olarak

VI A= LA AL A
ve H(A) = — Zf:1 #{A;) log p1(A;) tammlayalim.

hu(A, f) = lim %H(vﬂ“i £ 4)

olmak tizere, p Slciistiniin f ye gore entropisi
hu(f) = sup (A, )

olarak tanimlanr.

Bir bagka entropi cegidi olarak Hacim Entropisini (Volume Entropy)
tanumlayalim. p; == fo. f*(w7) AW, w-Fubini-Study form olmak iizere
Hacim Entropisi

H(f) = liminf max log p; (f*)

n—0o 1<i<k n
olarak tammlanir.
H(f) = sup, h,(f) egitsizligi bilinmektedir.

H(f)= hu(f)

esitligini saglayan (eger varsa) bir g Slgiistine maksimal entropist olan 6lgi
denilir.

Bu calisra déneminde, C3 iin otomorfizmalar icin maksimal entropiyi
veren degigmez dl¢limler (H*u = u) elde edilmesi amaglanmigtar.

5
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C? {in otomorfizmalar: Hy, Hy, Hs, Hs, Hs olmak fizere 5 smifa ayrihip bu
smiflarin dinamikleri [CF] de ayrmtili olarak incelenmigtir.

Hysmufy, Hi(z,y, 2) = (P(z,y)+ay, Q{z)+z,cz+d) , degP = degQ =
2, formundaki polinomlardan olugmaktadir. Bu simiftaki polinomiar igin
Hacim entropisinin log 2 ye esit oldugunu gosterdik. [CF] de Green fonksiy-
onlarnn kullanilarak defiismez bir p 6lglimi olugturulmugtur. Bu odl¢timiin
entropisinin log 2 ye egit oldugunu gosterdik. Yani, bu dlgiim maksimal
entropiyi veren degigmez bir dl¢timdiir.

Benzer sekilde Ho(z,y,2) = (P(y,2) + az,Q(y) + bz,y) formundaki
otomorfizmalar i¢in Hacim entropisini log 2 olarak hesapladik ve [CF] de
tanimlanan Sl¢limiln maksimal entropiyi verdigini gosterdik. -

Hiy(z,y, z) = (P(z, z)+ay, Q(z)+ 2z, z) formundaki otomorfizmalar i¢in
[CF] de degismez p*, u~, (1,1} Green current lar tammlanmigtir. Bunlan

kullanarak p, := p™ A p~ A dd¢log ||HE(z)|| Sl¢limlerini tammladik ve
bu dl¢iimlerin degigmez bir olasilik dlgtimii p ye zayif olarak yakinsadigin
gosterdik.

[CF] de { H}(2)}52., orbitlerinin sonsuza yavag olarak gittigi ya da siurl
oldugu noktalar kiimesi olarak K+ tammlanmistir. Hj polinomunun kat-
sayllarimn baz egitsizlikleri sagladigy 6zel durumlarda, orbitlerin sinirh
oldugu, K nin degismez bir altkiimesi tanimladik. Bu tiir degismez al-
tkiimeler u defigmez 6leiimiiniin entropisini incelelerken kolayhk saglamak-
tadr.

H, ve Hs stmflarmdaki polinomlar i¢in degigmez olgiiler sirasiyla [C] ve [Y]
da incelenmigtir.

Polinom otomorfizmalarinin dinamikleriyle ilgili elde edilen sonuclarin
bir kisru 3 Subat 2019 tarihinde TMD Ankara Subesinin 1. Cahstayinda
aragtirmaci tarafindan sunulmugtur.
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3.2 Ciktilar

Makale:

1. Holomorphic extension of meromorphic mappings along real analytic
hypersurfaces, { Hakem Siirecinde)

2. Invariant measures for polynomial automorphisms of C* (Hazrhk asa-
masinda)

4.) Aragtirma Cahsmasimn Yiiriitiilmesi ile Ilgili Kargilagilan
Gdicliikler

Analitik genisletilebilirlik problemiyie ilgili daha &nce yapilan caligmalarda
hiperyiizeyler kiire olarak alinmig ve kiire denkleminin homojen olmas:
(p(Az) = |A|*p(2)) sonuca ulagmakta dnemli bir rol oynamigtir. Ornegin
Cima-Suffridge’in sonucuna bakacak olursak, f(z) = g—% meromorfik fonksiy-
onu bir M hiperylizeyini birim kiireye

SV =LzeCV |z + ... +|2w)? =1}
gonderiyorsa, her z € M icin agagidaki esitlik saglanir:

1R = |g(2)]* = 0. (1)

Eger her z € M icin g(2) s 0 ise f analitik bir fonksiyon tanimlar ve
boylece aradigimiz genislemeyi elde etmis oluruz.

Eger bir z5 € M igin g{z) = 0 ise Weierstrass preparation teoremini
kullanarak, U(z) bir Welerstrass polinomu olmak iizere

h(z) = U(z)d(z) + r(z), g(z)=U(2)g(z)

olarak yazabiliriz. Burada r(z} derecesi U{z) nin derecesinden kiigiik bir
Weierstrass polinomu, d(z) ve g{z), zy etrafinda analitik fonksiyonlar Gyle
ki d(zg) ## 0 ve g(z) # 0. Yukanidaki (1) denklemini U, d, ¢, cinsinden
vazlp Welerstrass polinomu olan U nun derecesi iizerinden cebirsel bir ma-
nipitlasyon yaparak r(z) = 0 elde edilir. Bu da g{z) # 0 oldugundan
f(z) = % analitik geniglemesini verir.

W
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Kiire denklemini (3.1.1) de bahsettigimiz gibi
N-1

Imzy — Y |z> =0
j=1

formunda, yazarak da yukaridakine benzer bir gekilde ayn1 genigleme sonu-
cunu elde edebiliriz. Bu da bize yukarnidaki gibi bir ispatin

N-1
M ={zeC:p(z) = Iman = Y _ |5 + ¢(2) = 0}

fe=1

formundaki daha genel hiperyiizeyler i¢in sonu¢ verebilecegi fikrini ver-
migtir. Ancak (1) deki gibi bir denklemi bu genel hiperyiizey denklem-
ini kullanarak yazdigimizda ¢(f) = &(h/g) nin analitik olmamas: ne-
deniyle yukaridaki gibi bir Weierstrass polinomu argiimaninin kulanilama-
masl! aragtirma, sirasinda kargilagilan bir giiclitk olarak gériilebilir.

Bu aragtirma doneminde ¢ olarak reel degerli derecesi d > 2 olan her-
hangi bir polinom alnmgtir. Bu durumda g(z) = U(z)g(z) ve g{z) # 0

oldugundan U(z)% (g%%) , Zo m etrafinda holomorfik bir fonksiyon olur ve

M’ nin yukandaki formu kullanilarak (1) dekine benzer bir denklem elde
edebiliriz. Bu denklemi kullanarak r(z) = 0 oldugunu ve dolayisiyla f nin
zy noktasina holomorfik geniglemesinin oldugunu gosterebildik.

Bu sonug, holomorfik genigletilebilirlik probleminin, gériintii kiimesin-
deki M' nin hicbir simetri 6zelligi saglamayan cebirsel bir hiperyiizey olmas:
durumunda da ¢oziimiiniin oldugunu gostermesi nedeniyle énemlidir.

Aragtirmanin diger bir problemi olarak C* polinom otomorfizmalar igin
degismez olgiimler bulunup bunlarin entropilerinin incelenmesi {izerinde
cahgilmgtir. Bir f: C* — C™ polinom otomorfizmasi, kompleks projektif
uzaya, polinomlar bir koordinat yardimiyla homojen yapilarak f : P* — P?
seklinde meromorfik olarak genigletilebilir.
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Bu geniglemenin tamml olmadigs kiimelere f nin indeterminacy kilmesi
denir ve It ile gisterilic. Indeterminacy kiimeleri C" nin en fazla n — 2
kompleks boyutlu analitik varyeteleridir. Eger f ve tersi f~! in indetermi-
nacy ktimeleri kesigmiyorsa, f fonksiyonuna regular denir. [S] de regular
otomorfizmalar i¢in (1,1) Green currentlar , 4%, = ve bunlann kuvvetleri
kullanilarak degigmez dlglimler elde edilmigtir.

Ancak bizim calstigimiz C* tin otomorfizlar: cogunlukla regular degildir.
Yani I NI # ). Green current olan p* nin kuvvetlerini hesapladigimizda
0 a egit oldugunu goriiriiz. Bu nedenle bu durumda, regular otomor-
fizmalarda kullanilan yontemle defigmez Slgtimler elde etmek miimkiin
degildir. Bu durumda C? iin f altinda degismez bir alkiimesini olusturup,
bu kiimeyi kullanarak kismi Green current lar olugturduk. Bu tiir current
lar ilk olarak [GS| de ve daha sonra [C] de kullamlmgtir. Bu kismi Green
current lart ve u™ A~ yi kullamlarak degismez dl¢iimler elde edilebilmigtir.

Aragtirma siiresinin sunulan 24 ay yerine 15 ay olarak belirlenmesi ne-
deniyle bu calismaya helen devam edilmektedir. Elde edilen sonuclar yayin-
lanmak lizere bir makale olarak hazirlanacaktir.

Aragtirmanin yapildigi kurum olan ODTU taahhiitlerini yerine getir-
mistir. Aym sekilde arastirmamn koordinatdrii olan Do¢. Dr. Ibrahim
Unal aragtirma icin gerekli destegi vermistir.
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5. Aragtirma Onerisinde Yer alan Is Paketlerinin Gergeklesme Yiizdesi

( Aragtirma Onerinizde yer verdidiniz tiirn is paketlerini icerecek sekilde asa@idaki tabloya giriniz)

is Paketleri ve Gergeklesme Yiizdesi*

“Is Paketi Toplam Gergeklesme |
| Yiiedesi
"1 15 paketi %100
2. Is paketi %80
3. Is paketi

*: {ntivaciniza gdre satir sayisin: artirabifirsiniz.
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_ MALI RAPOR TABLOSU
RAPOR DONEMINDE GERCEKLESEN HARCAMALAR

PROJE NO : 1117C037

RAPOR NO ve DONEMI | : | Sonug Raporu 15/10/2017 — 15/01/2019

YURUTUCU ADI : | &zcan YVazici

SOYADI '

KURULUSU : |ODTU

Karmagik analitik yiizeyler arasindaki meromorfik fonksiyonlarm lokal olarak genisletiimesi ve karmagik polinom

PROJE ADI " otomorfizmalarinin dinamiklerinin incelenmesi

PRO3JE SURES L
. BOYUNCA HARCAMALARA ILISKIN

EKONOMIK SINIFLANDIRMA KODLARI GERCEKLESEN GEREKCELER/ACIKLAMALAR

HARCAMA (TL,

e i

2 1 01 Kirtasiye ve Bliro Malzemeleri Alimlan
2 1 05 Baski ve Cilt Giderleri
2 i S0 Dider Kirtasiye ve Blro Malzemesi Alimlan:
Laboratuvar, Kimyevi, Temrinik ve Tibbi Mdizeme ile Ilag
03 2z 6 01
Ahmlan
2 9

03.3.1.01 Yurtici Gegicl Gérev Yoliukian
03.3.3.01 Yurtdigt Gegicl Gorev Yolluklar:
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Diger Hizmet Alimlar
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HOLOMORPHIC EXTENSION OF MEROMORPHIC MAPPINGS ALONG REAL ANALYTIC
HYPERSURFACES

OZCAN YAZICI

ABSTRACT. Let M < C” be a real analytic hypersurface, M’ < C¥ (N 2 n) be a strongly pseudoconvex
real algebraic hypersurface of the special form and F be a meromorphic mapping in a neighborhood
of a point p € M which is holomeorphic in one side of M. Assuming some additional conditions for the
mapping F on the hypersurface M, we proved that F has a holomorphic extension to p. This result may
be used to show the regularity of CR mappings between real hypersurfaces of different dimensions.

1. INTRODUCTION

The remarkable result of Forstreni€ [5} on the classification problem of proper holomorphic map-

— pings between unit balls states thar if f fs proper; holomorphic map fronra batl i € toa ball o @

and smooth of class C¥~"*! on the closure then f is a rational mapping. He posed the question of
the holomorphic extendibility of such a rational mapping to any boundary point. In [4], Cima and
Suffridge proved that every such mapping extends holomorphically to a neighborhood of the closed
ball, This result was extended by Chiappari [3] by replacing the unit ball in domain with an arbitrary
real analytic hypersurface in C*.

This results are also related to regularity of CR mappings between real hypersurfaces. When the
real hypersurfaces lie in the complex spaces of same dimension, CR mappings of given smoothness
must be real-analytic, (see for example [11). In the case of real hypersurfaces of different dimensions,
analyticity of CR mappings with given smoothness on the boundary was shown provided that the
target is a real sphere (see for example (2, 7] ). In the proof, they first show that the CR mappings
extend meromorphically. Then using the results of Chiappari and Cima-Suffridge, this meromorphic
extension defines an analytic extension.

In this work, we obtain a holomorphic extension result for meromorphic mappings with more gen-
eral target spaces. More precisely we prove the following theorem.

Theorem 1.1. Let M < C" be a real analytic hypersurface and M' < CV be a strongly pseudoconvex real
algebraic hypersurface given locally by Im z, = p(2', ) where (2, z)) € CN, Nz n and p(z, %) is a real
valued polynomial. Let U < C" be a neighborhood of a point p € M and Q be the portion of U lying on
one side of M. If F: U — CV is a meromorphic mapping which maps Q holomorphically to one side of
M, extends continuously onQ and F(IMaU) « M/, then F extends holomorphically to a neighborhood
of p.

2010 Mathematics Subject Classification. 32D15, 32H04, 32H40.
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2 OZCAN YAZICE

Note that this improves the result of Chiappari [3] by replacing the sphere in the target with a spe-
cial type of real algebraic hypersurface. One can not expect to have extension for mappings with
arbitrary targets. There are examples of proper rational mappings from the unit ball to a compact set
that can not be extended holomorphically through the boundary. (see [4], [6] ).

2. PrROOF OF THEOREM 1.1

Proof. For simplicity, we will take p = (0,...,0). Since the ring of germs of holomorphic functions
is a unique factorization domain, we may assume that F = % where f = (fi)1<j<n 18 a holomorphic
mapping and g is a holomorphic function near 0 € C” which has no common factor with f.1f g(0) £ 0,
then F defines a holomorphic mapping near 0. Hence we may assume that g(0) =

Let M be given by w(z,z) = 0 for some real analytic function ¥ near 0 such t‘nat a”” (0} # 0. We

define a non-zero holomorphic function m(z} = XI L miz; where m; = 5(0)' Since the zero sets of
holomorphic functions are of measure zero, we can find apoint a = (@, ..., @,) # O such that m(a) # 0,
gla) # 0, fila) # 0 forall j =1,..., N. Here we have assumed that flfs are not identically equal to
0, otherwise we can replace the those fjfs with zeros in the rest of the proof. Now we change the
coordinates by

n
Zi=aif1+ ) bijlj.
j=

Since a # 0, we can choose b;; so that { = ({1,...,{5) gives a non-singular linear change of coordi-
nates. In these new coordinates { = ({3,...,{), wehave that f;(1,0,...,0) = fj(2(1,0,...,0)} = f;(a} #0,
£(,0...,0) = g{a} # 0 and

oy 2
6{1(0) l)jl}g(omz m{a) # 0.

For the convenience, we wﬂi denote the new coordinates by z again. Then we may assume that

fj(z:;,()) £0, glz;,00 #0 and (0) # 0. Hence M can be defined as a graph z; = p(z1, 2, Z) where

={23,...,2p) and p(z1,A, 7) is a holomorphic function near 0 in € xC"* x €™}, We may also assume
that p{21,0,0) =Z;.

By Weierstrass preparation theorem, g can be written as g(z;, 2) = u(z;, 2 h{z;, 2) where u(zy, 2) =
}:lmo aj (z)z1 is a Weierstrass polynomial so that ;(2) = 1, a;(0) =0 for 0 < j < -1 and h{(0,0) # 0.
Slnce F is bounded as z = (z;,2) — 0 in Q, f; can be decomposed as fj{z1,2) = u;(z, 2 h;lz, 2)
where u';s are Weijerstrass polynomials in z; of degree k; = [ and h;(0,0) # 0. Using division algo-
rithm, one can find r; of degree smaller than fin z1 such that u i(21,2) = ulzy, D)d;j(21,2) + rjz, 2).
Setting Dj = djhj, Ry =rjh;, D= (D )J o R = (R;j)i_,, we have f = uD + R. Our aim is to show that
R=0.

f=r

Since M’ is strongly pseudoconvex, by a holomorphic change of variables it can be written as

_ N=1 _
M ={(z, 2y e CV i Iimzly -~ Y |z}12’+(p(z’,z’) = 0}
j=1
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where ¢ = 0 or ¢ is a real valued polynornial of degree bigger than 2. If ¢ = 0 then M’ is locally equiv-
alent to the real sphere in CV and Theorem 1.1 follows from the main result in [3].
Hence we can assume that @2 0. Let’s write ¢ as

= =/
o2y =) ar;z"2".
7

Since ¢ is real valued, @;; = a7 and hence the highest degrees of z’ and 2’ in ¢ are the same, say they
are equal to d = 2,

Since F maps M into M, ¥z € M we have that

(2.1)

N fulg *’\5: @F f(z) f(z)
gz gz =1 |g{z)i? g(z) g(z)

where f = (fi,..., fv-1). Multiplying both sides of the above equation by g(2)?g(2)", we obtain that

4 _ N1 3
De@* @ - D gg@" =21 ¥ ifiaPg@¢ gE
=

2.2) 21 F (f{) f(z))

(z) g(z)

For z = (2,2}, we set z* = (p(Z], Z,2),5), $*{z) = s(z*) for any function s. Then

(2.3) fN(Z)g(Z)dwlg(Z*)d —fN(Z*}g(Z)ag(Z*)dMi -~2i<f(z),f(Z*))g(Z)d"lg(Z*)dnl
Fio 7
8(2) glz")

—2ig(z)dg{z*)dtp(

is a holomorphic function of z; and by (2.2) it is equal to 0 whenever z; = = p(z1,Z, Z), that is when
z=z* Here (,) denotes the standard inner product, that is (g, b) = 2:1 o i b, for a={(ay,...,ayn) and
b= (by,..., by) in €V, For a fixed 7, the real codimension of the set iz; = 0(Z1, 20, 20)} in € is at most
the sum of real codimensions of M and {Z = Zy}. Hence the real dimension of the set {z; = p(Z], Zy, Za)}
is atJeast 1. It follows that the function above is identically 0 as a function of z;.

Using the identities f = uD + R, g = uh and f(z*) = f*(2), it follows from (2.3) that

—
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(2.4) u DR R - DR D oD, Brypd R @)
+ud Iu*d(Rth ih*dMZIhd lh*(d n(R,D*))
»{*udu*(dml}(R;;hdh*{d“i) _2ihd——1h*(d—1)(ﬁ,ﬁ:>)

2181y @D =1 (@D 5 Ty oA gy % " f@ f(Z*)
g2 gz}

where D= (Dy,..., Dy-1) and B = (Ry,..., Ry-1).
Let Z = 0. We note that

u*(21,0) = ulp(z1,0,0),0) = p(71,0,0) = 7}

and u(z;,0) = zf. Let us assume that R(z;, )= 0 and the multiplicity of z; in R(z;,0) is a for some 0 <
a < 1. Thatis R(z),0) = z{Q(z,) for some holomorphic function Q such that Q(0) # 0. The multiplicity
of z; in the first summand of the function in (2.4) is greater than or equal to 241. In the second and the
third summands, the multiplicity of z; is greater than or equal to (2d—1}I+ a. In the fourth summand,
the multiplicity of z; is greater than or equal to 2(d — 1)1 + 2a. The equation {2.4) implies that

(2.5) min{2dl, 2d—~1)]+a,2(d-1)l+2a} =2(d-1)]1+2a

gla)! gz

must be smaller than or equal to the multiplicity of z; in the last term g(2)%g(z*) ) @® (f (0 fl })
Note that the multiplicity of z; in f = uD + R and in g = uh are a and [, respectively. By writing

- f Floz* . e [N
2275z (@ &) = Y apf@lga®Fe gz
8@ glz*)] |nifi=a
we see that the multiplicity of z; in the last summand in (2.4} is equal to
(2.6) min  {alll+ d I} + alJ|+ [(d— 1)} =min{ad + ld + [ J|{a— D}.
ifan!.fII,r#G l]l

The inequality above is obtained by taking |I] = d. We have the following cases for d.

Case 1: d = 2. Since the total degree of ¢ is bigger than or equal to 3, when |I] = 2, |J] must be at
least one. Then it follows from (2.5) and (2.6} that

21+2asn11}in{2a+21+|]£(a—l)} <3a+l.

The second inequality above follows from the fact that | J] =z 1 and a— 1 < 0. But this implies that [ = g,
which contradicts to the choice of @ and hence R(z;,0) = 0.

Case 2: d > 2. It follows from (2.5) and (2.6) that
2d-1)1+2as= n|111|n{ad+ ld+|Jl{a-D}=s ad+14d.

But this implies that d = 2. Hence again we have that R(z;,0) =0
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Now we suppose that R £ 0. We may assume that R(a) # 0 for some a = (ay,..., @) such that a; # 0.
We change the coordinates from z to { defined by

b3
zi=ala+{y, 2= aila+ ) bijly, i=2,...,n
j=3
Since (a,...,an) # 0, b;j can be chosen so that { gives a non-singular linear change of coordinates.
In these new coordinates, R(0,1,0,...,0} = R(a) # 0, R({1,0) = 0, f;{{1,0) #0, g({1,0) # 0 and g_gz(g) =
g% (0) # 0. We denote these new coordinates by z again, Then
R(2,0) =0, R(z1,22,0...,0) #£ 0,

fj and g do not vanish on z;-axis and M can be written as 2 = p(Z, %, %) near the origin.
Since R{z,22,0,...,0) is a non-zero analytic function of z; vanishing at z, = 0 there exists the
largest integer k = 1 such that zf divides R{zy,22,0,...,0). We define G; = %, G = (Gyq,...,GN) and

G=(G,...,Gn-1). Note that

2.7 G(z,0,...,00 #0.
Then dividing the terms in (2.4} by [2,)** , we obtain that

(2.8} ww(Dyh® p*? - DR 21D, Hrypd-1 pr -1

{252k

1 ST s T
Zz

1 . T
+_Eudu*(dml){GR]hdh*(d-—l)___2ihd-w1h*(d—1}<D,G*>}
Z2

Lo " " T 2i ] f{z) f{Z*)
~2iud- Ly @D pd-lp ld-0 @ Goy 2 oz | L2, =0
2PES 8 Py glz*)
We take (z3,...,2,) = 0 and let z, -~ 0 in above equation. Considering the order of z) in all terms
in (2.8}, as in above argument for R(z1,0,...,0), we obtain that G(z;,0...,0) = 0 when z; = p(z;,0,0).
But this contradicts to (2.7). Consequently, R =0 and F = é = % defines a holomorphic mapping near
0eCh (]
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