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OZET

Yiksek Lisans Tezi

NOTRINO OSILASYONLARINDA KUANTUM KORELASYONLARI

Ozgiir DEMIRKAP

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist

Fizik Miihendisligi Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Ali Ulvi YILMAZER

Notrino ¢esni 6zdurumlar kiitle 6zdurumlarina {initer bir karigim matrisiyle baglidir ve
notrinolar bir ¢esniden digerine kuantum mekaniksel salinim yapmaktadirlar. Notrino
osilasyonlarinin kuantum mekaniksel 6zelliklerinin daha iyi anlagilmasi amaciyla bu
calismada iki gesnili, li¢ ¢esnili haller ve ayrica steril notrinolarin da hesaba katildigi dort
cesnili  durumlar i¢in nétrino osilasyonlart1 kuantum korelasyonlar cinsinden
incelenmistir. Bu baglamda, kuantum bilisimde dolaniklik ve Gtesindeki kuantum
korelasyonlari arastirmak tizere kullanilan Bell-CHSH esitsizligi ihlali, von Neumann
entropisi, konkiirans, geometrik diskort ve teleportasyon sadakati dl¢timleri araciligiyla
iki ¢esnili durum igin nétrino osilasyonlarinin kip dolanikligi ve kuantum korelasyonlari
hesaplanmistir. Ayrica iki ¢esnili, {i¢ g¢esnili ve dort gesnili durumlar i¢in ndtrino
osilasyon olasiliklart ve von Neumann entropileri Mathematica programi yardimiyla

cizdirilerek incelenmistir.
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ABSTRACT

Master Thesis

QUANTUM CORRELATIONS IN NEUTRINO OSCILLATIONS

Ozgiir DEMIRKAP

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Physics Engineering

Supervisor: Prof. Dr. Ali Ulvi YILMAZER

Neutrino flavor eigenstates are connected to the mass eigenstates through a unitary
mixing matrix. In this thesis, in order to better understand the quantum mechanical aspects
of the neutrino oscillations related quantum correlations in two, three flavor cases as well
as the role of a sterile neutrino have been invastigated. In this context, the well-known
from the field of quantum information are used the violation of the Bell-CHSH inequality,
the von Neumann entropy, the concurrance, geometric discord and teleportation fidelity
mesurements calculations for the mode entanglement and quantum correlations in two
flavor neutrino oscillations have been done. In addition for three and four flavor cases the
neutrino oscillations probabilities and von Neumann entropies are calculated and also

with the help of Mathematica software their graphs are presented.

December 2018, 89 pages
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1. GIRIS

Olgme, fiziksel bir durum hakkinda bilgi edinme eylemidir. Bilim tarihine bakildiginda
20. yiizyila gelene kadar fiziksel sistemlerde nicel sonuglara dayanan 6l¢iimler kesin
olarak gerceklestirilebilirken, skalalar yeterince kigiltiiliip evren mikro diizeyde
algilanmaya baglanildiginda artik sistemin durumlar1 hakkinda yalnizca istatistiksel
verilere sahip olunabilecegi farkedilmistir. Klasik sistemlerin durumlarini 6l¢mek, klasik
fizigin nedensel, belirleyici ve yerel olmasi sebepleriyle ilkesel olarak sistemi rahatsiz
etmeden gerceklestirilebilir. Ornegin, klasik bir sistemin gdzlenebilirleri olan konum ve
momentum hakkinda ayni anda kesin bilgi edinilebilir. Fakat, mikro diizeyde fiziksel
olaylarin sonuglari kesin bir sekilde 6ngoriilemeyeceginden yalnizca istatistiksel bilgilere
ulagsmak miimkiin olur ve gozlenebilirler hakkinda tiim &lglim sonuglar1 topluca ele
alindiginda ancak ortalama bir sonug¢ bulunabilir. Kuantum mekaniginde, sistemin
durumu kompleks Hilbert uzayinda tanimli bir dalga fonksiyonudur ve 6lgme islemi yine
bu uzayda i¢ ¢arpim ile tanimhidir. Kuantum mekaniksel bir sistemin durumlarini
Olgebilmek i¢in laboratuvarlarda o6zdegerleri reel olarak olgiilebilen ve fiziksel
gozlenebilirlere karsilik gelen Hermitsel islemcilere ihtiyag duyulur. Niels Bohr ve
Werner Heisenberg tarafindan 1925-1927 yillari arasinda kuantum mekaniginin kurallari
konularak g¢ergevesi ¢izilmistir. Kopenhag Yorumu adi verilen kuantum mekaniginin
degismez 6zellikleri olan bu kriterler atom ve atom alt1 diizeyde 6l¢iim yapmanin sistemin

durumunu ongoriilemez sekilde degistirecegini sdyler.

Kuantum mekaniginde, birden fazla pargacikli sistemlerin durumu, ayrik durumlarin
lineer siiperpozisyonlar1 ya da tensorel ¢arpimlari olarak betimlenir. Bu baglamda, tek bir
tensorel ¢arpimla ifade edilemeyen kuantum mekaniksel durumlar dolanik durumlar
olarak tanimlanirlar. Klasik paradigmada karsiligi olmayan dolanikligin en bilindik
ornegi, 1935 yilinda Einstein, Podolsky ve Rosen tarafindan ortaya konulan ve literatiire
"EPR paradoksu" olarak ge¢mis ¢alismadir (Einstein vd. 1935). Bu ¢alismada Einstein,
Podolsky ve Rosen kuantum mekaniginin yerel olmayan (paradoksal) etkilesmelerle
tamamlanamayacagindan yola ¢ikarak, bir dizi sakli degiskenlerle teorinin modifiye
edilmesi gerektigi sonucuna ulagmislardir. Bunun iizerine kuantum mekaniginin

Kopenhag yorumunu destekleyen bilim insanlar1 (Schrodinger, Bohr, Heisenberg vb.)


http://www.wiki-zero.com/index.php?q=aHR0cHM6Ly9lbi53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvV2VybmVyX0hlaXNlbmJlcmc

iistiiste yayimladiklart makalelerle kuantum mekaniginin isleyisinin, yerel ve determinist
kuantum mekanikten farklarini 6ne gikararak Kopenhag yorumunu saglamlastirmiglardir.
EPR makalesinde, kuantum mekaniginin Kopenhag yorumunun EPR’de tanimlanan
fiziksel gergeklik kavramina uymadigini kanitlamak i¢in bir diisiince deneyi 6nerilmistir.
Ancak oOnerilen deney, kuantum mekaniksel sistemler i¢in kolay uygulanabilir
olmadigindan David Bohm, spinlere uygulanabilecek ve 6l¢iimii daha basit olan yeni bir
diisiince deneyi onermistir (Bohm 1952). Ardindan, 1964 ve 1966 yillarinda yayinladigi
iki makalesiyle John S. Bell, yerel ve deterministik sakli degisken modellerle kuantum
mekanigi arasinda test imkani veren ve literatiirde Bell Esitsizlikleri olarak bilinen
esitsizlikleri tiiretmistir (Bell 1964, 1966). Bell esitsizlikleri varsayimsal yerel ve
determinist kuantum sistemlerde olas1 6l¢iim sonuglarinin ortalamasi igin bir sinir deger
getirir. Bell esitsizliginin gelistirilmis bir stirimii 1969 yilinda, Clauser, Horne, Shimony
ve Holt tarafindan (CHSH esitsizligi) ortaya konulmustur (Clauser vd. 1969). Ayrica
CHSH esitsizligi, arastirmacilara kuantum mekanigi ile yerel sakli degisken modeller
arasinda deneysel olarak smmama imkani saglamaktadir. Bu tarihten giiniimiize dek
yapilan tiim deneyler yerel olmayan etkilesmeleriyle birlikte kuantum mekanigini

kusursuz bir sekilde dogrulamaktadir (Aspect vd. 1982).

Atom ve atom alt1 pargaciklarin 20. ylizyilda gelisen teknoloji ve kuramlarla birlikte daha
iyi anlagilmaya baslanmasiyla, bu parcaciklari ve dogalarini agiklayacak yeni bir modele
ihtiya¢ duyulmustur. Bu baglamda Standart Model, yapilan deneylerle miikemmel
derecede uyumlu, gozlenebilen biitiin pargaciklari igeren ve kuantum alan teorisiyle s6z
konusu pargaciklarin etkilesmelerini en iyi aciklayan modeldir. Parcacik fizigini en iyi
betimleyen teori olmasina karsin, Standart Model’in; doganin bir diger kuvveti olan kiitle
cekimini icermemesi, evrende esas olarak var olan maddenin antimaddeye neden
tamamen baskin olmasi gibi sorularin yaninda teorinin kiitlesiz kabul ettigi ndtrinolarin
kiitleli olduklarinin anlasilmasi modelin heniiz iyi cevaplayamadigi sorular arasindadir.
Standart Model’in nétrino kiitlelerini igerecek sekilde yeniden diizenlenmesi "sea-saw™
mekanizmasiyla, hatta ayni zamanda Standart Model Gtesi yeni bir pargacik olan steril

notrinonun da Model’e eklenmesi vb. yollarla miimkiin olabilir.



Standart Model’in temel pargaciklarindan olan nétrinolarin varligi ilk olarak 1930 yilinda
Pauli tarafindan 6ngoriilmistiir (Pauli 1930). En hafif yiiklii lepton olan elektrondan en
az milyon kat kii¢iik kiitleye sahip oldugu deneysel sonuglara gore anlasilmis olan, yliksiiz
ve sadece zayif etkilesim yapan nétrinolarin, dedektorlerde algilanmalart zor da olsa
miimkiindiir. Dogada, leptonlarla etkileserek isimlerini etkilestikleri yiiklii leptonlardan

alan li¢ notrino ¢esnisi (elektron, miion ve tau ndtrinosu) bulunmaktadir.

Yerkiireye giinessel ve atmosferik notrinolar ulasmaktadir. Atmosferik nétrinolar; yliksek
enerjili kozmik 1sinlarin atmosferdeki atomlarla etkileserek meydana getirdigi zincirleme
reaksiyonlarla olusan pi mezonlarinin bozunumuyla ve bu reaksiyonun ardindan
gerceklesen miion (antimiion) bozunumuyla agiga ¢ikan miion nétrinolari, antinétrinolari
ve elektron notrinolari, antinétrinolaridir. Notrino osilasyonlar1 ilk olarak "Giinessel
nodtrino problemi"ne bir ¢oziim olarak Onerilmistir. Bilindigi tizere Giines’in neredeyse
tamami hidrojen atomlarindan olusmaktadir. Giines’in merkezindeki yiiksek sicaklik ile
hidrojen atomlar1 niikleer fiizyon reaksiyonlarina girer. Bu reaksiyonlarin sonucunda,
¢esni olarak yalnizca elektron nétrinolart agiga ¢ikmaktadir. 1968 yilinda Raymond
Davis’in giinessel notrinolart 6lgmesi ile sasirtict sonuglar ortaya ¢ikmig, beklenenin
yalnizca iicte biri kadar elektron nétrinosu gozlenmistir (Davis 1968)®. Bu sonug iizerine
ayni yil Pontecorvo, Standart Model’de o giine kadar kiitlesiz kabul edilen nétrinolarin
cok kii¢iik de olsa kiitlelerinin olabilecegini ve buna goére ¢esni 6zdurumlarinin kiitle
6zdurumlarinin karigimi seklinde yazilabilecegini 6ne siiriip, daha 6nce 6nermis oldugu
notrino osilasyonlari teorisini yeniden giindeme getirmistir (Pontecorvo 1968). Noétrino
osilasyonlari, nétrinolarin, belirli bir mesafe ve siire sonunda ¢esni degistirme olasilig
sonucu gozlenen bir fenomendir (6rnegin, elektron nétrinosunun miion nétrinosuna
dontigsmesi gibi). 1998 yilinda ilk sonuglarini agiklayan Super-Kamiokande grubunun
atmosferik notrino deneyi neticesinde gozlenmistir (Fukuda vd. 1998). Aslina bakilacak
olunursa, Davis’in gozlemeyi bekledigi elektron nétrinolari, deney diizenegine ulasana
kadar miion ya da tau nétrinolarina doniistiigiinden kurdugu diizenek bu nétrinolar

Olgmesine imkan vermemistir.

! Raymond Davis, Homestake deneyiyle 2002 yilinda Nobel 6diilii almstir.
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Notrinolarin ¢ok kiigiik kiitlelere sahip olmalari, c¢esni O6zdurumlarinin  kiitle
O6zdurumlarmnin birer karisimi olmasi, ve bunlarin kuantum mekaniksel bir sonucu olarak
osilasyon yapmalari, hem pek ¢ok sorunun cevabi olmus hem de yakin zamanda oldukca
yol katedilen bu konuyla ilgili yeni sorular dogurmustur. Notrinolarin ve ndtrino
osilasyonlarinin iyi anlasilmasi ile birlikte, nétrino fizigiyle alakali sorunlarin, ardinda
baska sorular birakmayacak sekilde yanitlanmasi, fizikteki pek ¢ok problemin
¢oziilebilmesi agisindan da Onemli bir rol oynayabilir. Bu baglamda, notrino
osilasyonlarinin kuantum mekaniksel ozelliklerinin daha iyi anlasilabilmesi adina
dolaniklik ve otesindeki kuantum korelasyonlar cinsinden ele alinmasi mimkiindiir.
Notrino osilasyonlarinin  kip dolanikligi ve kuantum korelasyonlari, Bell-CHSH
esitsizligi ihlali, von Neumann entropisi, konkiirans, geometrik diskort ve teleportasyon
sadakati gibi 6lgiimlerle arastirilabilir (Banerjee vd. 2015, Alok vd. 2016).

Bu calismanin ilk kisminda, doganin temel parcaciklart olan nétrinolar tanitilarak,
standart modelde oynadigi dnemli roliin irdelenmesinin ardindan, iki ¢esnili, ti¢ gesnili ve
-dogada heniiz varlig1 kesinlesmemis olmasina ragmen steril ndtrino da teoriye eklenerek-
dort gesnili durumlar i¢in notrino osilasyonlart incelenecek ve gegis olasiliklar
hesaplanacaktir. Ayrica, nétrino osilasyon deneyleri ele alinarak bu giine kadar
gerceklestirilen deneylerde elde edilen fiziksel parametrelerin en iyi uyumlu degerleri
verilecektir. Devam eden asamada, Kuantum mekaniginde durum kavrami ve
gozlenebilirler tanitilarak, kuantum dolaniklik kavraminin betimlenmesinin ardindan,
kuantum korelasyon Olgiimleri, yalnizca kuantum durumlarda goriilebilen dolaniklik
Olctimleri ve bazi ayrilabilir durumlarin kuantum korelasyonlarinin da 6lgtilebilmesini
saglayan kuantum diskort 6l¢iimleri ele alinacaktir. Son boliimde ise iki ¢esnili notrino
osilasyonlarinin kuantum korelasyon hesaplar1 gerceklestirilmek iizere; dncelikle ndtrino
osilasyonlar1 yalnizca g¢esni 6zdurumlarina bagli olarak elde edilecek ve ardindan
kuantum korelasyon oOlciimleri kullanilarak iki ¢esnili ndtrino osilasyonlarinin kip
dolanikligi Bell-CHSH esitsizligi ihlali, von Neumann entropisi, konkiirans,
teleportasyon sadakati, geometrik diskort ile dlgiilecektir. Buna ek olarak, ii¢ ¢esnili ve
dort ¢esnili nétrino osilasyonlart von Neumann entropisiyle dlgiilerek, elde edilen n6trino
osilasyon ve von Neumann entropisi grafikleri Mathematica programi yardimiyla

cizdirilecektir.



2. NOTRINO OSILASYONLARI

Boliimiin ilk kesiminde Standart Model ve parcaciklari, nétrinolarin modeldeki yeri
Ozetlenecektir. Ardindan, beta bozunumunun sonucundaki tuhaflikla baslayip yakin
zamanda gozlenen osilasyonlara kadar nétrino osilasyonlarinin tarihgesi kisaca

anlatilacaktir.

Bu boliimiin ikinci kisiminda tarihsel siiregte oldugu sekilde oncelikle iki ¢esnili hal igin
notrino osilasyonlar1 incelenecektir. Akabinde ii¢ ¢esnili durumda gegis olasiliklari
hesaplanacaktir. Son olarak -varligi heniiz deneylerle kesinlesmemis olmasina ragmen
steril notrino da teoriye eklenerek- dort gesnili hal igin teori genisletilerek osilasyon

olasiliklar1 hesaplanacaktir.

Son kisimda ise nétrino osilasyon deneyleri ele alinacak ve giiniimiize kadar
gerceklestirilmis deneyler kisaca tanitilacaktir. Ayrica notrino osilasyon grafiklerinde ve
dordiincti bolimde gergeklestirilecek olan hesaplamalarda kullanilmak iizere, fiziksel
parametrelerin deneylerle oGlglilmiis giincel degerleri bolim sonunda tablo halinde

verilecektir.
2.1 Notrinolar

Standart Model giiniimiizde deneyle miikemmel uyumlu olmasi ve gozlenebilen biitiin
pargaciklar1 biinyesinde barindirmasinin yani sira kuantum ayar alan teorisiyle temel
parcacik etkilesmelerini agiklayan ve ii¢ temel kuvveti (elektromanyetik, giiclii ve zayif

kuvvetleri) igeren bir kuramdir.

Doganin yapi taslar olan temel parcaciklar Standart Model’de sekil 2.1°de gosterildigi
gibi siniflandirilmistir. Standart Model’in temel parcaciklari; birbirleriyle etkilesen

fermiyonlardan ve bu etkilesmelerin gergeklesmesini saglayan bozonlardan olusur. %

spinli fermiyonlar; kuarklar ve leptonlar olmak iizere ikiye ayrilir ve tarihte gézlenme

siralaria gore kuarklarin ve leptonlarin 1., II. ve III. aileleri olarak siniflandirilirlar. Sekil



2.1°de goriildiigi gibi 6 lepton ve bunlara karsilik gelen antiparcgaciklariyla beraber lepton
ailesinin toplam 12 pargacigi vardir. Ayn sekilde kuark ailesinin de 12 pargacigi ve her
birinin kirmizi, yesil, mavi olmak {izere iiger renk yiikii ile beraber kuark ailesi 36

parcaciga sahiptir.

Tam say1 spinli bozonlar; kuarklar arasindaki giiglii etkilesmeleri saglayan ve kuarklarin
3’er renk yiikii olmasi sebebiyle bu etkilesmelerde ayr1 ayri gozlenen 8 tane gluon,
elektromanyetik etkilesmeleri saglayan foton, zayif etkilesmelerin araci bozonlar1 W=
ve Z bozonu olmak {izere toplam 12 ara bozondan ve Higgs bozonundan olusur.

Dolayisiyla, Standart Model’in toplam 61 tane temel parcacigi vardir.

FERMIiYON AIiLELERI BOZONLAR

1. Aile 2. Aijle 3. Aile
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Sekil 2.1 Standart Model’in temel pargaciklari

LEFTONLAR

Notrinolar standart modelin lepton ailesinin temel pargaciklaridir. Zayif etkilesmeler
sonucu olusur ve gozlenirler. Diger {i¢ yiiklii leptonla etkilesen notrinolar isimlerini de bu

etkilesimlerden alirlar. Elektron ile elektron nétrinosu (v, ), miion ile miion nétrinosu (v,,),



tau parcacigi ile de tau nétrinosu (v;) etkilesime girer. Tiim ndtrinolar sol elli (kiitlesiz
notrinolar halinde helisitesi -1 olan parcaciklar), antindtrinolar ise sag elli (kiitlesiz
notrinolar halinde helisitesi 1 olan pargaciklar) pargaciklardir. Zayif etkilestikleri igin
yiiklii leptonlarla yaptiklar1 etkilesmelerinde nétrinolara W~ , antindtrinolara W

bozonlari eslik eder. Notrinolarin birbirleriyle etkilesmelerini ise yiiksiiz Z bozonu saglar.

Notrinolar1 basitge anlamak i¢in kisaca tarihgesinden bahsetmek gerekir. 1899 yilinda
Ernest Rutherford tarafindan beta bozunumu kesfedilmis ve 1914 yilinda James
Chadwick tarafindan beta bozunumunda tek bir degere sahip olmasi gerektigi diigiiniilen
elektron enerji spektrumunun siirekli oldugu bulunmustur (Rutherford 1899, Chadwick
1914). Bunun sonucunda enerjinin korunumu yasasimnin ihlali nedeniyle fizikgiler
arasinda baglayan tartigmalar; 1930 yilinda Wolfgang Pauli’nin beta bozunumunda
elektronla birlikte aciga ¢ikmasi gereken yiiksiiz, kiitlesiz, 1/2 spinli, sadece zayif
etkilesime giren bir pargacig@i onermesiyle bambaska bir ¢oziime kavusmustur (Pauli
1930). Enrico Fermi tarafindan bu par¢aciga notrino adi konulmustur. Modern

terminolojide beta bozunumu (2.1) denklemi ile verilir:
n-opt+e +7, (2.1)

Notrino ilk kez 1956 yilinda C.L. Cowan ve F. Reines tarafindan gergeklestirilen
Savannah Nehri niikleer reaktorii deneyleri sirasinda gozlenmistir (Cowan ve Reines
1956). Sonradan goézlenen bu pargacigin bir elektron antinétrinosu oldugu lepton

korunumu geregi farkedilmistir.

Noétrino  ve antinétrinolarin  ¢esnileri  pi mezonunun bozunumu deneylerinin
sonuglarindaki karigiklik sayesinde farkedilmistir. Teoride heniiz yalnizca elektron
nétrinosu var Olmasina karsin, denklem (2.2) ve (2.3)’te gosterildigi {izere pi mezonu
miiona bozunduktan sonra ¢ikan miionun da elektrona doniismesi sirasinda farkedilen bir

baska ndtrino arastirilarak bunun bir miion nétrinosu oldugu anlasilmistir.

Pion bozunumu:

nt - ut+y, , Mo+, (2.2)



Miion bozunumu:

proet+v,tv, o u-oe +v, v, (2.3)

Uzun arayiglar ardindan tau (t) pargacigi bulunduktan sonra 2001 yilinda tau nétrinosu
da bulunmustur (Kodama vd. 2001). Boylece fermiyonlarin {igiincii ve son ailesi de

tamamlanmustir.

Notrino osilasyonlari ile ilk olarak Raymond Davis’in 1968 de giinessel nétrinolart Klor
dedektoriiyle 6lgmesi sonucunda karsilagilmistir. Neredeyse tamami hidrojenden olusan
Giines’te niikleer fiizyon reaksiyonlart sonucu elektron nétrinolart agiga ¢ikar. Davis;
Giines’te yliksek miktarda olusan elektron nétrinolarimi ya da diger adiyla giinessel
notrinolari, Homestake madeninde Klor atomlariyla reaksiyona sokarak 6lgmiistiir (Davis
1968). Elektron noétrinolar1 klor atomlartyla tepkimeye girer ve tepkime sonucu
elektronlar ile argon atomlari agiga ¢ikar. Ray Davis olusan argon atomlarinin sayisini
Olgmiistiir. Ancak deney sonucunda beklentisinin yalnizca tigte biri kadar Argon atomu
Ol¢iilmiistiir. Dolayisiyla, ayni oranda elektron ndtrinosunun diizenege geldigi sonucuna
ulagsmistir ki bu da Giines Fizigi ile gelisir. Bunun sebebi ancak 1998 yilinda atmosferik
noétrino deneyleri neticesinde kanitlanmis olup nétrinolarin ¢esni degistirdigi (6rnegin;
elektron nétrinosunun miion nétrinosuna doniistiigii) bulunmustur. Standart Model’de o
giine kadar olclilememesi sebebiyle kiitlesiz kabul edilen nétrinolarin ¢ok kiigiikte olsa
kiitlelerinin oldugu ve ¢esni 6zdurumlarinin kiitle 6zdurumlarinin karisimi seklinde
bulundugu anlasilmistir. Bu karisim sekil 2.2°de gosterildigi gibidir. Atmosferik ve
giinessel notrinolarin dl¢iilmesiyle notrinolarin kiitle kare farklarna ve aralarindaki 6
karisim agilarinin degerlerine ¢ok kiigiik standart sapmalarla ulasilmis durumdadir. Buna
ragmen notrinolarin kiitle hiyerarsisinin normal hiyerarsiye mi yoksa ters hiyerarsiye mi

uydugu heniiz anlasilamamustir.
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Sekil 2.2 Kiitleli nétrinolarin normal ve terslenmis hiyerarsisi

Sekil 2.2°de normal ve ters hiyerarsilere gore nétrinolarin kiitle kare farklari ve hangi
oranlarda karigtiklar1 verilmistir. Kirmiziyla elektron, yesil ile miion, mavi renkle tau
notrinosu gosterilerek deneyler sonucu 6lgiilen karisim oranlar1 gdsterilmistir. Sekilde de
belirtildigi gibi en kiigiik kiitleli ntrinonun kiitlesi kesin bir degerle belirlenemedigi i¢in

normal hiyerarsiye gdre m? , ters hiyerarsiye gére m3 en diisiik deger kabul edilir.

2.2 1ki Cesnili Durum icin Nétrino Osilasyonu

Tau pargacigl ve nétrinosu yakin tarihe kadar gézlenemediginden, teori ilk olarak 1968
yilinda Pontecorvo tarafindan elektron ve miion nétrinolarini igerecek sekilde yani

yalnizca iki gesnili hal i¢in gelistirilmistir.

Davis giinessel notrino deneyinde bekledigi miktarda elektron notrinosu gézleyemeyince
Pontecorvo nétrinolarin da aymi nétral kaonlar gibi osilasyon yaptigr fikrini ortaya
atmugtir (Pontecorvo 1968). Pontecorvo’nun fikrine gore deneyde gozlenemeyen elektron
nétrinolart  miion ndtrinolarma  doniisiiyor ve Davis’in - deney diizeneginde
algilanamiyorlardi. Buna gore nétrinolar kiitleli olmaliydi ancak Standart Model’de
notrinolar kiitlesiz kabul edilir ve Oyle kabul edilmeleri teori agisindan da biiyiik

kolayliktir. Bu nedenle Pontecorvo’nun fikri uzun yillar destek gormemistir. Super-



Kamiokande’nin atmosferik nétrino deneyinin sonucunu agikladigr 1998 yilindan bu

yana gerceklestirilen tiim deneylerin sonuglari Pontecorvo’nun teorisini dogrulamistir.

Notrinolarin ¢esni 6zdurumlari, kiitle 6zdurumlarinin birer karigimidir ve nétrinolar bir
¢esniden digerine kuantum mekaniksel salinim yapmaktadirlar. U initer karigim matrisi

olmak tizere ¢esni 6zdurumlar kiitle 6zdurumlari cinsinden,

[ve) = Z Uaj Ivj) (2.4)
j

seklinde ifade edilirler. Burada a = e, u, T olup |v,) lar ¢esni 6zdurumlarini, j = 1,2,3

olmak tizere |v j) ler kiitle 6zdurumlarini belirtmektedir. Iki ¢esnili durum icin karisim

tek bir parametre (6 karisim agisi) ile su sekilde yazilir:
Va\ _ ( cos® sinB\ (Vi
(VB) y (—sinH cosH) (Vk) (2.5)

Schrodinger denkleminden yararlanarak (ih%‘l’(t) = H‘I’(t)) t = 0 aninda |vj)

durumunda bulunan nétrinonun kiitle 6zdurumunun t siire sonra zaman evrimi (h=1

olmak iizere):
[v;(©) = e |v;) (2.6)

seklindedir. Bu durumda ¢esni 6zdurumu olan v, (t) asagidaki gibi zaman evrimine

tabidir:

() = ) Uy e |vy) 27)
J

t stire sonra v, ’nin vg’ya gegis olasiligi (a, B = e, i, T olmak iizere)

2
Pva—n/ﬁ = |<V[>’|Va(t))| (2.8)
ile hesaplanir. (2.5) denklemine gore;

|vﬁ) = —sin9|vj) + cosO|vy) (2.9)

10



ve (2.5) ile (2.7) denklemlerinden
v, (t)) = cosH|vj(t)) + sinf|v,(t)) (2.10)

oldugu goriiliir. O halde, iki ¢esnili durumda baslangigta (t = 0 aninda) |v,) durumunda

bulunan nétrinonun t siire |v/;) durumuna gegis olasiligi

o iE g2
Pypovg = | —cosBsinfe™Eit + cosOsingeExt|

= 2c0s*0sin?0

— coszesinze(el(Ek"Ei)t + e"l(Ek"Ei)t)

(B — E)t

= 5in?26 sin?
sin Sin >

(2.11)

olarak elde edilir.

Baglangigta v, ¢esni durumunda bulunan bir nétrinonun t siire sonra vg ¢esni durumuna

gegcis olasiligi (2.11) denkleminde oldugu gibi klasik dalgalardakine ¢ok benzer bir

salinim yaptig1 i¢in bu gegis olasiligina nétrino osilasyonu denir.

(2.11) denklemini deneylerle Olgiilebilen kiitle kare farklarina bagli olarak yazabilmek

icin asagidaki enerji-kiitle bagintisindan yararlanilir:
E2 _ |5>|2C2 — m2c (2.12)

Isik hizinin bire esit kabul edildigi durumda bu denklem:

Pl=k 1- (%) 213

halini alir. N6trino kiitlesi m ¢ok kiigiik oldugundan, Maclaurin seri agilimi (\/ 1—x=

1—§+...) kullanilarak, E enerjisine ve m; kiitlesine sahip v; 6zdurumunun p;

momentumu:

11



2
m;
~pu (2.14)
P 2E
denklemi ile verilir. Gergekte enerjilerin sabit oldugunu kabul eden (2.14) denklemi
kullanilir ancak nétrinolarin kiitlesi heniiz 6lgemedigimiz kadar kiigciik olup bu
pargaciklar 151k hizina ¢ok yakin hizlarda hareket ettikleri i¢in hesabin kolayligi agisindan

burada momentumlar sabit kabul edilerek enerji farki hesaplanacaktir. Ayni nedenle

m-0= |§>| = E dir. Bu durumda enerjinin kiitle kareye bagl ifadesi i¢in,

pl+or (2.15)

esitligi elde edilir. O halde, v; ve vy 6zdurumlarinin enerji-kiitle iligkisinin:

(mi —mf) _ (mi —m}) (2.16)

B =k = 2E 2E

oldugu bulunur. (2.11) denklemindeki gecis olasilig1 sonucunun nétrino kiitlelerine bagh
halinin,

, (mic —m})e (2.17)

Py, -v, = sin?26 sin’ —

seklinde oldugu goriilmektedir. Ayrica nétrinonun t siire boyunca aldigi yol z =~ ct
olduguna gore menzile baglh osilasyon olasilig1 asagidaki gibidir (z = L zira 1sik hiz1 (c)
bire esittir.):

2 (mi —m})L (2.18)

Pyyovg = sin?20sin 15

Denklem (2.18) ile elde edilen osilasyon olasiligi iki ¢esnili durum ig¢in 0 ile 2m
araliginda Mathematica programi yardimiyla cizdirilerek sekil 2.3 ile verilmistir. Bu
grafikte fiziksel parametreler icin almnan degerler; 6,, = 33° , Am?2, = 7.37 x
10~5eV2dir. Sekil 2.3 ile goriildiigii iizere elektron ndtrinosunun yasama olasiligi, miion

nétrinosuna osilasyon olasiliginin minimum oldugu noktalarda maksimum degerini alir.

12
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Sekil 2.3 Iki ¢esnili durumda elektron ndtrinosunun miion ndtrinosuna osilasyon grafigi

2.3 Ug Cesnili Durumlar icin Nétrino Osilasyonu

2001 yilinda DONUT deneyinde tau notrinosu gozlendikten sonra daha 6nce iki ¢esnili
durum igin gelistirilmis olan nétrino osilasyon teorisi ti¢ ¢esnili hal i¢in genisletilmistir.
Buna gore {i¢ ¢esni 6zdurumu i kiitle 6zdurumuna tiniter Upyys Matrisiyle baglidir.
Burada PMNS indisi, notrino osilasyon teorisini ilk ortaya atan Pontecorvo ve {i¢ ¢esnili
durum i¢in nétrino osilasyon teorisi gelistirilmeden 6nce kuarklarin CKM matrisine
benzer sekilde tiniter U karisim matrisini olusturan Maki, Nakagawa ve Sakata anisina,

isimlerinin bas harflerini temsil eder (Maki vd. 1962, Pontecorvo 1968).

Ve V1
<VH> = Upyns (v2> (2.19)
Ve V3

i 7‘—'] ve l,] =123 OIUp Cij = COSBUVG Sij = sinHij olmak tizere:

—ié
C12€13 S$12€13 S13€
— i6 i
Upmns = | —S12C23 — €12523513€ C12C23 — S12523513€ S23C13 (2.20)
i i
S12S823 — €12€23513€ —C12S823 — S§12€23513€ C23C13

matrisi 6,,, 6,5 ve 6,5 olmak iizere ii¢ ag1 ve bir § fazina baglidir. Bu matris

13



1 0 0
Upmns = U(023)U(013,6)U(612) = (0 cos b3,  sin 932)
0 —sin 63, cos 65,

cos 603, 0 sin G5, €70
0 1 0
—sin 65,9 0 cos 03
cos 6,; sin 6,; O
(— sin 8,; cos 65, 0) (2.21)
0 0 1

tiniter matrislerinin ¢carpimiyla kurulmustur.

Ucg cesnili durum igin t = 0 aninda bir v, ¢esni 6zdurumunda bulunan nétrinonun t siire
sonra vg ¢esni dzdurumuna gegis olasihg (a,f =e, p, T ve j,k =123 olmak

lizere):

Prgrvg = [(valva )] = z<vj|uj}e-iEktUak|vk> (2.22)
j.k

ifadesi ile hesaplanir.

2

Brgovg = Z Ugje ™ Fx Ui (vy|vic) (2.23)
J.k

(vj |vk) = 8jx oldugu kullanilarak osilasyon olasilig::

2

2

Jk k

2_ .2 2
olarak elde edilir. Enerji-kiitle bagntismin  E — E; = (meEm’) = AZZ" tanimi
kullanilarak osilasyon olasiliginin
.Amijt
Bygovg = Z UpiUaUpjUgje” 26 (2.25)
ik

denklemi ile verildigi goriiliir. (2.25) denklemi agik olarak yazildiginda:
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2

Provp = le 1t Uy Ugy + e B2 Uy Upy + e 73t U 3 Uy
= |Ua1|2|U/31|2 + |Ua2|2|Uﬁ2|2 + |Ua3|2|U/33|2

+ e MBIy U Ug Upy

+ e EEINY L Uy Ugs Ups

(2.26)

+ ! v B, U, Usy Upy

+ elE=Bty Uﬁ*s Ug1Up1

+ e E2E Y 5 Uga U, Ugy

+ e_i(EZ_E3)tUa2Uﬁ*’z «3Up3
oldugu goriiliir. (2.26) denkleminde kompleks terimlerin toplami sonucu (2.25) denklemi;
2 'Amijt
Provg = ) Wl (U +2 ) % {UakUEkUzszme“T } (2.27)
j=k k>j

denklemine esittir. Ozel olarak:

* * * * 2
Z Up UakUpUgj = Z Upr Ua Z Upj Uyj = (8ap)” = Bap (2.28)

ve

ZUEkUakUﬁjU;j= Z+Z+Z UE’kUakUBjU;j

k=j k>j k<j

= Z|Uak|2|Uﬁk|2 + ZZ ER{UakUﬁ*kU;jUﬁj} (2.29)
k=j k>j

ifadeleri (2.27) denklemini diizenlemek amaciyla kullanildiklarinda;

Pva—wlg = 56(,8 - ZZ ER{Uotkl][>>’kkl]c>';jU[3’j}
k> j
Amp; 2.30
+2 Z R {UakUB*kU;jUﬁje_lT]t} (2:30)
k> j

denklemi elde edilir. Bu ifadede e~™* = cosx — isinx esitligiyle reel ve sanal kisimlar

ayr1 olarak yazilir:
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Pryovy = Bap =2 ) R{UatlUpcls;Upy)
k>j

A Amy
+2kz:iR UareUpUq;Up; cos 5F t)}
>j

2 S1U UL U Uy si Ami (2.31)
+ 3y UarUpgUq;Upj sin °F t

k>j

cos2x = 1 — 2sin?x bagmtis1 kullanilarak osilasyon denklemi

Pruvg = Oap = 42 R {UarUgyUsjUp;} sin R
k>j

4 £~ - (Amg
+22¢{Uakuﬁkuajuﬁj}51n 9 (2.32)
>J

olarak elde edilir. CP (yiik parite eslenigi) simetrisi bozulmadig: siirece

Pva—wﬁ PvaﬁVB (233)

olmasi gerekir. CPT korunumu varsayildiginda ise

Ami

. 2Tk
Bro-vg = Bgove = Z UarUpiUojUgje™ 28 (2.34)
Tk

olup (2.32) denkleminde « ile § nin yerleri degistirilerek,

o L Amg;
Pogve = Opa — 42 R {UpUsUp;Uq;} sin TR
k>j

N N - (Amy;
+ZZJ{UﬁkUakUﬁjuaj}51n iy (2.35)
>j

esitligi elde edilir. (2.35) denklemi ile (2.32) karsilastirildiginda U — U™ degistirmesinin
yapilmis oldugu hemen goriiliir. Kompleks sayilarin sanal kisimlar1 bu degistirme altinda

isaret degistireceginden,
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Pryve = Oap = 42 R {UaUpy Us;Up;} sin 25 ¢
k>j

. _ (Amg;
—ZZJ{UakUﬁkUajUﬁj}Sm< °E t)
>j

(2.36)

bulunur. CP invaryansi varsayildiginda sanal kisim sifir olmalidir yani Upyys Matrisinde

6 faz terimi bulunmamalidir.

Denklem (2.32) ile elde edilen nétrinolar arasi gecis olasiligiin, denklem (2.36) ile
verilen antinotrinolar arasindaki osilasyona esit olmasi i¢in sanal kismin sifir olmasi

gerektigi acik¢a goriiliir. O halde t aninda v, durumundan vz durumuna gegis olasiligi:

Pyyvg = Bap — 42 R {UarUgiUsUg;} sin 25 L (2.37)
k>j

denklemine esittir. (2.37) denklemine gore t aninda noétrinonun baska bir ¢esniye

osilasyon yapma olasilig1 (& # )

2
By, = —4 E R{U o UpsicUsUp; ) sin? A
Va=Vg akYBk“ajvBi AE (2.38)
k>j

olup v, durumunda kalma olasilig1 bagka bir deyisle yasama olasiligi (@ = )

2, (Amg;
Pryovg = 1= 4 ) [Ugi?|Ug | sin? ( T (2.39)
k>j

oldugu goriiliir. Burada L, t siirede notrinonun aldigi yol olup ¢ = 1 i¢in t~L dir.

Dikkat edilirse ti¢ ¢esnili durumlarda a # f icin elde edilen osilasyon denklemi;
denklem (2.38), iki g¢esnili durum igin elde edilen (2.18) denklemine esittir. (2.38)

denkleminde (2x2) {initer matris elemanlar1 yerine yazildiginda —sin? @ cos?6 =

—isin 20 elde edilir.
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Denklem (2.37) ile elde edilen osilasyon olasiligi {i¢ ¢esnili durum i¢in O ile 2w
araliginda Mathematica programi yardimiyla ¢izdirilerek sekil 2.3 ile verilmistir. Bu
grafikte fiziksel parametreler igin alinan degerler: 6;, = 33° , 6,3 = 40.7° , 0,3 =
8.43° , Am?, =737 x107%V? , Am2, = Am3, = 2.56 X 1073eV?2 olup nétrino
osilasyon deneyleriyle gozlenebilmis en iyi uyumlu degerlerdir ve kesim 2.5.5’de nétrino
deneylerinin sonuglar1 ve deneyle en iyi uyum gosteren fiziksel parametreler cizelge 2.2
ile Ozetlenmistir. Bu parametrelere gore sekil 2.4 ile gorildigi tizere elektron
notrinosunun miion nodtrinosuna osilasyon olasiligi, tau nétrinosuna osilasyon
olasiligindan fazladir. Elektron nétrinosunun yasama olasilig1 osilasyon olasiliklarinin
minimum oldugu noktalarda maksimum degerine ulagir. Hemen hemen higbir yerde
osilasyon ve yasama olasiliklarinin sifir ya da bir degerlerini almadiklari goriiliir. N6trino
osilasyon deneylerine gore de daima osilasyon olasiligi vardir ve dolayisiyla osilasyon

olasiligiin sifira, yasama olasiliginin bire esit oldugu bir durum s6z konusu degildir.

W\ \|
v I| M Y, '}
v \ f\ llul
I|I-'Iﬂll A n IIJ'I
\/ \ ."-UII v
075} W N
vV I||U,n ."-JI v
/
\U,.I II."-.,u' — Vo=V, olasili
— \
05t W '\'Im V.oV, olasihigi
i N [
I"". .'UI V=V, olasihigi
0.25} \r N
Ny ™
J‘\p\;\,m"

1
- —

0

Sekil 2.4 Ug ¢esnili durumda elektron ndtrinosunun osilasyon grafigi

2.4 Steril Notrinonun da Hesaba Katildig1 Hal icin Notrino Osilasyonu

1998 yilindan giiniimiize kadar osilasyon yaptiklari kesin olarak gézlenilmis olmasina
ragmen nétrinolar, Standart Model’de hala kiitlesizdir. Teoriye sag elli (helisitesi 1 olan)
ve diger notrinolara gore fazlasiyla agir (diger ti¢ notrinoyla arasindaki kiitle kare farki
yaklasik 1 eV?2 olan) bir bagka ndtrino "steril ndtrino" eklenmesi Standart Model deki bu

probleme ¢6ziim olabilir. Steril ndtrino diger ti¢ ndtrinonun yaptigi sekilde zayif etkilesim
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gerceklestirmez ve yliklii leptonlarla etkilesmez bu nedenle deneylerle dogrudan
gozlenemez. Ancak nétrino osilasyonlar sirasinda dolayli olarak gozlenebilir. Steril
notrinonun teoriye eklendigi durum i¢in noétrinolarin kiitle hiyerarsisi sekil 2.5’teki
gibidir. Dordiinct kiitle 6zdurumu kendisine en yakin kiitle 6zdurumundan neredeyse

1000 kat daha agir oldugu i¢in normal ve ters hiyerarsilerin ikisinde de en iistte yer alir.

. V-
[ R
. V-
—

Va1

—Vy

2 2
Amj, Amig

Vs

|
1
-

Am3, I
Am3,
| vy
v, I
z Am3,
Am3, I

v

V3

NORMAL TERS

Sekil 2.5 Dort ¢esnili durum i¢in nétrino kiitle hiyerarsisi

Notrino osilasyon teorisi; dordiincii nétrino ¢esnisi olan steril notrino (vg) ve dordiinci
kiitle 6zdurumu (v,) ile genisletilerek steril nétrinonun teoriye eklendigi hal igin nétrino

osilasyonlari incelenecektir. Buna gére nétrino ¢esni 6zdurumlari, kiitle 6zdurumlarina

su sekilde baghdir:
Ve Vv,
v\ Vo
V’T‘ = Uxa) Ve (2.40)
Vs Vs

(2.40) denklemindeki tiniter Ug4x4) mMatrisi, Upyys matrisinin bagli oldugu 6, 6,3 ve

6,5 agilari ve 8,5 faziin yanindateoriye eklenecek olan 6,4, 8,, ve 85, acilariile &;4
ve §,, fazlarma da baglidir. Notrinolarin dort ¢esnili hali igin 4 X 4 {initer karisim

matrisi:
U(4><4) = U(634)U(924' 524)U(914, 614)U(023)U(913: 613)U(912) (2-41)
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ile verilir. (2.41) denklemindeki U(634), U(034, 624) Ve U(614,614) Matrisleri;

1 0 0 0
0 1 0 0
U(034) = 0 0 cos 6,3 sin 6,3 (2.42)
0 0O —sin 643 cOS G,
ile
1 0 0 0
0 cos 6 0 sin 6,, e 02
U(024, 624—) = 0 0 42 1 46 (243)
0 —sin 6,,e!%2¢ 0 cos 6,
ve
cos 60,4 0 0 sin 6, e i1
0 1 0 0
U(914i 614) = 0 O 1 O (244)
—sin ,, €914 0 0 cos 04,

seklindedir. (2.41) denklemindeki U(6,3), U(6;3,6:3) Ve U(6,,) matrislerinin ¢arpimi

(2.20) denklemiyle verilen Upyys matrisine esittir.

Dort ¢esnili durum igin t = 0 aninda bir v, ¢esni 6zdurumunda bulunan nétrinonun t siire
sonra vg gesni 6zdurumuna gegis olasiligy (a,f=e, u, 7, s ve j,k =1,273,4 olmak

lizere):

Py = (s e = | D (il e~ 54 Ui
Jk

= 8op — 4Zm{uakuﬁkuajuﬁj}sm T
>j

(2.45)

ile hesaplanir. Bir 6nceki kesim olan ii¢ ¢esnili durumda osilasyon olasigi denklem (2.37)
olarak elde edilmisti burada tek fark indis sayisinin artmasi sebebiyle toplam sembolii
acgildiginda (2.37) denklemine U,x4y Matrisinin 41,42,43 indisleriyle ti¢ terim daha

eklenecek olmasidir.

Dort cesnili durumda elektron nétrinosunun osilasyon olasiligt @ = e olmak {izere
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denklem (2.45) kullanilarak O ile 27 araliginda Mathematica programi yardimiyla
cizdirilmigtir. Sekil 2.6 ile verilen grafikte fiziksel parametreler igin alinan degerler;
0., = 33°, 0,3 =40.7°, 0,3 =843°, 6, =8.53°, 0,4, =9.8°, 03, = 25.84°,
Am?, =737 x107%eV? |, Am2, = Am3, =256 x 107 3eV? | Am3Z, = 0.93 eV?
dir?. Sekil 2.6 ile goriildiigii iizere elektron ndtrinosunun miion ndtrinosuna osilasyon
olasiligl, tau ndtrinosuna osilasyon olasiligindan fazladir. Steril nétrinoya osilasyon
olasilig1 ise ¢ok diisiik olmasina ragmen miimkiindiir. Hemen hemen hicbir yerde elektron

ndtrinosunun yasama ve osilasyon olasiliklar sifir ya da bir degerlerini almaz. Elektron
o <L . ey .
ndtrinosunun yasama olasiligi Z=T noktasinda miion ve tau noétrinolarina osilasyon

olasihigindan diisiik degerler alirken hicbir yerde steril nétrinoya osilasyon olasiligindan
daha kiiciik degerlere ulasmamistir. Ug¢ ¢esnili duruma gore kesinsizlikler ve anlik

degisimler arasindaki farklar her egri i¢in artmistr.

0.75}¢
— Ve—=Ve Olasihig
ve— ¥y olasilig

— ve—=v; olasihgs

— Ve—=V; olasihig

Sekil 2.6 Dort ¢esnili durumda elektron nétrinosunun osilasyon grafigi

2.5 Nétrino Osilasyon Deneyleri

Notrinolarin ¢ok kiiciik kiitlelere sahip olmalari, zayif etkilesim yapmalar1 ve yiiksiiz
olmalar1 sebebiyle deney diizeneklerinde algilanmalar1 zordur. Bu baglamda, nétrino

osilasyon deneyleri yiiklii leptonlardan yararlanilarak gerceklestirilir. Notrinolar

20,5, 0,3, 013, Am%,, Am3, ve Am2,; degerleri kesim 2.5.5°de verilen gizelge 2.2°den almmustir. 6,
054, 034 Ve Am%, degerleri ise (Tabrizi, 2015) tez calismasindan alinmustir.
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Ol¢iilmek tizere belli elementlerle tepkimeye sokularak yiiklii leptonlarin agiga ¢ikmasi
saglanir ve s6z konusu yiiklii leptonlar dedekte edilerek dl¢ctim gergeklestirilir. Notrino
osilasyon deneyleri, iki ¢esnili durum igin elde edilen osilasyon ve yasama olasiliklarini
((2.38) ve (2.39) denklemlerini) temel alir. Bu deneyler, dedektorle algilanma sekillerine

gore ikiye ayrilirlar:

Ortaya ¢ikma (appearance) deneyleri: Bu tip deneylerde baslangigta Glgiilen nétrino

cesnisiyle, deneyin sonunda gozlenen cesni farklidir. Ornegin; baslangicta miion
notrinosu olusturulmus veya dedekte edilmisse belli bir mesafe sonunda elektron ya da
tau notrinosu Olgiilerek osilasyon olasiligina bakilir. Dolayisiyla meydana gelme
deneyleri (@ # Bolmak iizere):

2

m
2.46
- L (2.46)

Pyyovg = sin?20sin?

olasiligini kullanir.

Yok olma (disappearance) deneyleri: Bu tip deneylerde ise baslangigta olusturulan ya da

6l¢iilen nétrinonun gesnisiyle, deney diizeneginin sonunda dedekte edilen nétrino ¢esnisi

aynidir. Yani nétrinonun yasama olasiligint 6lgen yok olma deneyleri:

m2

L 2.47
15 (2.47)

Py v, = 1 —sin*20sin®

bagintisindan yararlanir.

Notrino deneylerinde; 8 karisim acist ile Am? terimlerinin dlgiilmesi hedeflenir ve
enerji (E) [GeV], menzil (L) [km] cinsinden belirlenir. Dolayisi kiitle 6zdurumlarinin

kareleri farki (Am?) [eV?] biriminde &lgiiliir.

Notrino osilasyon deneyleri giinessel, atmosferik, hizlandirict ve reaktdr deneyleri olmak
tizere dorde ayrilirlar. Reaktor notrino deneylerinde menziller ~ 1km mesafede ve
enerjiler [MeV] mertebesindeyken hizlandiric1 nétrino deneylerinde menziller 103 km

ve lizerinde olup enerjileri [GeV] mertebesindedir.
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Tiim nétrino osilasyon deneyleri, 8,5’tin ¢ok kiigiik (6,53 < 10°) oldugunu kesin olarak
belirlendikten ~ sonra 8y, , 0,5, Am?, ve Amj; parametrelerini  Slgmeyi

amaglamiglardir.

2.5.1 Atmosferik notrino deneyleri

Atmosferdeki oksijen ya da nitrojen atomlariyla etkilesen yiiksek enerjili kozmik 1sinlar
(genellikle protonlar) yiiklii pionlar1t meydana getirirler. Pionlarin bozunumu sonucunda
denklem (2.2)’de gosterildigi iizere miion ve miion nétrinolari agiga ¢ikar. Olusan miion
notrinolart ile bu reaksiyonun ardindan gergeklesen ve (2.3) denklemiyle verilen miion
bozunumuyla ortaya ¢ikan miion antindtrinolar1 ve elektron ndtrinolarina atmosferik
notrinolar denir. Notrino osilasyonu ilk kez 1998 yilinda Super-Kamiokande deneyiyle
atmosferik nétrinolarda gozlenmistir®. Oncesinde gergeklestirilen IMB ve Kamiokande
deneylerinde atmosferik nétrinolar Olgiilmiisiir. Ancak bu deneylerde teorik olarak
Olglilmesi beklenen sonug denklem (2.2) ve (2.3) goriildiigii tizere iki miiona karsin bir
elektron olglilmesi iken bu orandan daha az miion algilanmistir ve buna atmosferik

notrino anomalisi denilmistir.

Atmosferik notrinolar dedekte edilirken R Diinya’nin yarigap1 olmak iizere: L = 2Rcos6
bagintisindan yararlanilir. Burada 6 algilanan nétrinonun dedektorle yaptigi agidir.
Atmosferik nétrinolar meydana gelmelerinin  ardindan yerkiireyi gecerek deney
diizenegine ulasirlar. Notrinolar zayif etkilesim yaptiklari i¢in katettikleri uzun mesafeler
6l¢iim sonuglarini degistirmez. Diinyanin yarigapiyla kiyaslandiginda atmosfer tabakasi
ince sayildigindan, géz ardi edilerek ndétrinonun aldigi yol yerkiirenin ¢apma gore

hesaplanir.

Super-Kamiokande (SK) Deneyi: Kamiokande deney diizeneginde bazi gelistirmeler

yapilarak (dedektdrdeki hedef sayis1 50 kat arttirilarak) 1996 yilinda Super-Kamiokande

deneyi baglamistir. 50 kiloton saf suda yiiklii akim etkilesimine giren atmoferik notrinolar

% Bu calisma ile Takaaki Kajita 2015 yilinda Arthur B. McDonald ile birlikte Nobel Fizik ddiiliine layik
gorilmiistiir.
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yiiklii leptonlar olugsmasina neden olurlar. Etkilesimden ¢ikan yiiksek enerjili miion ve
elektronlarin Cerenkov 1simasina bakilir. Elektronun suda elektromanyetik saganak
(shower) olusturmasi nedeniyle elektronun Cerenkov 1simasi bulaniktir. Buna karsin,
miionun Cerenkov 1simasi net oldugundan dedektére gelen notrino gesnisi rahatlikla

belirlenebilir.

Notrinolarin osilasyon yaptigi Super-Kamiokande deneyinin 1998 yilinda yayinladig ilk
sonuglarla kanitlanmigtir. SK grubu nétrinolarin osilasyon yaptigini kanitlayan
calismalarin1 2002 yillarina kadar slirdiirmiistiir. Alinan ilk sonuglara yakin degerli

sonugclar elde edilmistir.

2.5.2 Hizlandiricr deneyleri (Long Baseline Accelarator Experiments)

Hizlandiric1 deneyleri pion bozunumu sonucu olusan miion nétrinolart kullanilarak
gergeklestirilir. Pi mezonunun kullanilmasinin nedeni neredeyse % 100 kesinlikle pionun
(2.2) denkleminde verildigi sekilde bozunmasidir (dallanma oranit 0.999877 dir).
Etkilesime giren her bir pion i¢in bir miion notrinosu ya da antinétrinosu ¢ikacagi kesin

oldugundan pion kullanim1 hata payini azaltir.

Uzun Menzilli Hizlandirici Deneyleri (Long Baseline Accelarator Experiments): Bu

deneyler uzun mesafeler (mevcut deneylerde en kisa mesafe 250 km) kullanarak
atmosferik noétrinolarin osilasyon parametrelerini 6lgmeyi hedefler. Uzun menzilli

deneylerde noétrinolarin enerjilerini GeV mertebesine ¢gikarmak gerekir.

K2K (KEK To Kamioka): 1999 yilinda 6l¢iim almaya baslayan K2K deneyi 2004 yilinda

sona ermistir. Miion ndtrinosunun yasama olasiligini 6l¢en ilk uzun menzilli hizlandirici
deneyidir. Hizlandiricisiyla dedektorii olan Siiper-Kamiokande arasinda 250 km mesafe

bulunur.

T2K (Tokai To Kamioka): ilk sonuglarmi 2011 yilinda almaya basglayan T2K, K2K

deneyine ¢ok benzerdir. Hizladirma ve 6l¢iim sekli aynidir. Ancak hizlandiricisinda daha
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yiiksek enerjili protonlar kullanir ve menzili 295 km’dir. 8,5 , Am3; ve 8,5 terimlerini

hata pay: kiiciik olacak sekilde olger.

MINOS (Main Injector Neutrino Oscillation Search): Fermilab da hizlandirilan miion

notrinolar1 735 km uzakta dedekte edilir. Bu deneyde de K2K gibi miionun yasama
olasiligina bakilir ancak daha yiiksek enerjili ve uzun menzilli bir deneydir. Bu deney
(2.2) denkleminde verilen iki pion bozunumundan da yararlanarak miion nétrinolarinin
yani sira antinétrinolarinin da yasama olasiligini 6lger. Boylece CPT korunumuna test

imkani saglar.

OPERA(Oscillation Project with Emulsion Tracking Apparatus): Isvicre’deki CERN de

hizlandirilan miion nétrinolar1 732 km uzaklikta Italya’da bulunan Gran Sasso
laboratuarinda 6l¢iiliir. Bu deney miion nétrinosunun, tau nétrinosuna osilasyonunu olger.

v, — v, osilasyonu igin alt1 olay gozlenmistir.

Kisa Menzilli Hizlandirici Deneyleri (Short Baseline Accelarator Experiments):

LSND(Liquid Scintillating Neutrino Detector): Hizlandiricisiyla dedektorii arasinda

yaklagik 30 metre olan bir kisa menzilli hizlandiric1 deneyidir. Diger deneylerin aksine,

bu deneyin gesni osilasyonu i¢in gozledigi deger Am? ~ 1eV? olmustur.

MiniBooNE: LSND deneyini test etmek amaciyla gergeklestirilen kisa menzilli (540 m)
hizlandirict deneyidir. LSND deneyinin ¢esni osilasyonu i¢in gozledigi degerleri
dogrulamistir. Bu sonuglarin dogru olmasi durumunda, {i¢ ¢esniye ek olarak dordiincii bir

ndtrino (steril ndtrino) var olabilir.

2.5.3 Reaktor Deneyleri

Reaktor deneylerinde uranyum ve pliitonyum elementlerinin pargalanmasindan (fisyon
reaksiyonundan) agiga ¢ikan elektron antinétrinolart genellikle sivi sintilator kullanilarak
dedekte edilir. Fisyon sonucu olusan elektron antindtrinolarina reaktdr antinotrinolari

denir. Ol¢iim gergeklestirilirken beta bozunumunun tersi olan
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Ve+p—oet+n (2.48)

reaksiyonundan faydalanilir.

KamLAND Deneyi: 150-200 km uzakta bulunan dedektdre gelen reaktdr antinétrinolart

1000 tonluk sivi1 sintilatér kullanilarak algilanir.

Double Chooz, Daya Bay ve RENO Deneyleri: Bu ii¢ reaktor deneyi reaktor

antindtrinolarinin osilasyonlarini 1-2 km’lik mesafede olgerler. Ayrica, bu ii¢ deney 63

karigim agisinin belirlenmesinde 6nemli bir rol oynamustir.

2.5.4 Giinessel notrino deneyleri

Giines’te niikleer fiizyon reaksiyonlari sonucu meydana gelen elektron nétrinolarina

giinessel nétrinolar denir.

Homestake Deneyi: Giines’in yasini tam olarak hesaplamak {izere R. Davis tarafindan

gerceklestirilen bu deneyin sonuglari ndtrino osilayonlarina dair ilk kanittir. 1959 yilinda
kozmik 1sinlarin etkilerini azaltmak i¢in Homestake madeninde 6l¢iim almaya baglayan

grup 1968 de ilk sonuglarin1 yaymlamistir (Davis vd. 1968).

Davis Giines’ten gelen elektron nétrinolarini (2.49) denklemi ile verilen
Ve +Cl—>e™ + Ar (2.49)

reaksiyondan yararlanarak Ol¢miistiir. Tepkimeden c¢ikan argon atomlarmi oOlcerek
elektron notrinolarinin sayisina ulagmistir. Ancak sonug beklentisinin yalnizca tigte biri
kadar olmustur. ilk sonuglarmni yayinladig: yildan sonra Homestake 25 yil daha &lgiim
almaya devam etmistir. Fakat, osilasyon nedeniyle elektron nétrinolarinin bir kismi diger
notrinolara doniistiigii ve klor atomlariyla tepkimeye girmedigi i¢in bu siire sonunda da
beklediginin yarisindan bile daha az argon atomu 6l¢miistiir. Notrino osilasyonlari kesin

olarak g6zlenene kadar giines notrinolarindaki bu ¢ikmaz tam olarak anlagilamamastir.
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GNO, GALLEX ve SAGE Deneyleri: Bu deneyler Davis’in gerc¢eklestirdigi deneye ¢ok

benzerdir ancak reaksiyonun esik enerjisini diisirmek amaciyla klor elementi yerine
galyum kullamilmustir. Isimlerini de kullandiklar1 galyum elementinden alan bu

deneylerde kullanilan tepkime denklem (2.50)

Ve + Ga — e + Ge (2.50)

bi¢imindedir.

Super-Kamiokande (SK) Deneyi: Atmosferik nétrinolar kisminda da bahsi gegen Super-
Kamiokande deneyinde 50 kiloton saf su kullanilarak elektron nétrinolariin elastik
sacilmast saglanir ve sacilan elektronun olusturdugu Cerenkov 1simasiyla gilines

noétrinolar: ol¢iiliir.

SNO (Sudbury Neutrino Observatory) Deneyi: 1000 tonluk agir su kullanarak toplam

notrino akisi ile elektron noétrino akisini 6lgerek giinessel ndtrinolarin osilasyonunu
inceler. Giinessel nétrinolarin osilasyon yaptigi bu deneyin sonuglarina gore agikga

goriilmiistiir.*

Borexino Deneyi:

Dedektor hedefleri sivi sintilator icinde bulundugundan Cerenkov i1simasina gore ¢ok

daha giiglii bir 1s1ma gozlenir. Boylece enerji degerleri daha net elde edilir.

2.5.5 Notrino deneylerinin sonuclar: ve gozlenen parametreler

Atmosferik ve gilinessel notrinolarin dl¢limleri neticesinde elde edilen a¢1 degerleri ve
kiitle kare farklar1 bu kesimde iki tablo halinde verilmistir. Bu calisma boyunca
¢izdirilmis olan tiim osilasyon ve entropi grafiklerinde gizelge 2.2 ile verilen degerler

kullanilmastir.

4 Bu calismaya itafen Arthur B. McDonald 2015 yilinda Nobel Fizik ddiilii kazanmigtir.
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Cizelge 2.1 Notrino osilasyon deneylerinin sonuglart (Suakane 2015)

. No6trino
Deneyler Gegisler Am?[eV?] P .
Kaynagi
IMB, Kamiokande, _
VoV, Atmosferik,
SK, K2K, MINOS, _ _ ~+25x1073 ~1
VoV, Hizlandirici
T2K
T2K, MINOS Vy = Ve ~4+25x%x 1073 ~ 0.05 Hizlandirict
Double Chooz Daya | = _
Ve 2V, ~425x1073 ~ 0.1 Reaktor
Bay, RENO
Homestake, GNO,
GALLEX, SAGE, Ve = Ve ~+8x107° ~ 0.4 Gilines
SK, SNO, Borexino
KamLAND Ve 2V, ~48x107° ~0.8 Reaktor
OPERA vy Vg ~1073 - Hizlandirict
LSND, MiniBOONE | v, — v, ~1 ~ 0.003 Hizlandirict

Cizelge 2.2 Gozlenen Parametrelerin en giincel degerleri (Tanabashi 2018)

Parametreler En iyi uyum 30
Am3,[107%eV?] 7.37 6.93—7.96

A3 23y [1073eV?] 2.56 (2.54) 2.45—2.69 (2.42—2.66)

sin? 6, 0.297 0.250—0.354
Sin? B3, Am3;(3p) >0 0.425 0.381—0.615
sin? 6,3, Amjy3y) <0 0.589 0.384—0.636
sin? 0,3, Am3;(35 >0 0.0215 0.0190—0.0240
sin? 63, Am3yz1) < 0 0.0216 0.0190—0.0242

§/m 1.38 (1.31) 202 (1.0-1.9)
(20 (0.92—1.88))
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3. KUANTUM KORELASYONLARI

Istatistiksel bir terim olan korelasyon, birbiriyle iliskili en az iki niceligin bagliliklarinin
bir olgiisiidiir. Iki nicelik arasinda birtakim korelasyonlarin bulunuyor olmasi,
sistemlerden birisi tizerinde yapilacak Ol¢limiin sonuglarina bakilarak, digeri hakkinda
olasiliksal olarak bilgi sahibi olunmasi anlamina gelir. En basit manada, sol-elli ve sag-
elli olarak ayirt edilebilir bir ¢ift eldiven kapali kutulara rastgele yerlestirildikten sonra
kutulardan birisinde 6l¢tim yapilirsa, diger kutuda eldiven ¢iftinden hangisinin yer aldig1

0 kutu tizerinde heniiz bir 6l¢iim yapilmadan Kesin bir dogrulukla s6ylenebilir.

Klasik mekaniksel sistemlerde karsilasilan korelasyonlar, klasik korelasyonlar olarak
adlandirilirlar. Kuantum mekanigi, klasik mekanikten farkli bir matematiksel tasvire
sahiptir. Kuantum mekaniksel olarak tanimlanacak sistemler, istatistiksel sistemlerdir ve
iki ya da daha fazla parcadan olusuyorlar ise aralarinda bir takim korelasyonlar mevcuttur.
Bu noktada betimlenen korelasyonlar, kuantum mekaniksel bir sistemde ortaya

konuldugundan kuantum korelasyonlar olarak tanimlanirlar.

Kuantum korelasyonlarin detaylica anlasilabilmesi i¢in bir takim 6n hazirliklarin
yapilmas1 gerekmektedir. Bu baglamda, ilk olarak bir ve birden ¢ok pargali kuantum
mekaniksel sistemlerin durumlarmin ne sekilde betimleceginin tartisiimast uygun

olacaktir.

3.1 Kuantum Mekaniginde Durum Kavram

Fiziksel bir sisteme ve 6zelliklerine dair tiim bilgiye o sistemin durumu denir. Bu bilgiye
ulagabilmek icin sistemin gozlenebilirlerinin Olgiilmesi gereklidir. Klasik Mekanik
nedensel bir teoridir ve sistemin durumu reel uzayda tanimlanan konum-momentum vektor
(?,?) cifti ile tarif edilir. Kuantum mekaniginde, Heisenberg Belirsizlik ilkesi geregince
sistemi olusturan parcaciklarin konum ve momentumlarinin bilgilerine ayni anda sahip
olunamaz. Kuantum mekaniginde go6zlenebilirler operatorlerle temsil edilirler. Bu

operatorler genellikle sira degisimsiz nesneler olduklarindan en basit manada 6l¢iimiin
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sirasi da olaylari etkileyecektir. Tek pargali sistemlerin durumu ), olas1 tiim durumlarin
|@;) lineer stiperpozisyonlarindan olusan dalga fonksiyonlari ya da bir i¢ ¢arpim uzay1 olan

kompleks Hilbert (') uzayinda tanimlanan durum vektorleri ile tarif edilirler:
lY) =2iaile:) , a;€ C (3.1)

Sistem birden fazla pargadan olusuyorsa, toplam durum alt sistemlerin durumlarinin
tensor ¢arpimlarindan olusur. Ornegin, iki altsistemli bir bilesik sistemde, birinci durum
H; uzayinda, ikinci durum H, uzaymda tanimli ise, sistemin toplam durumu [) =
|Y1)®|Y,), iki altuzaymn tensér garpimi olan H,, = H; @ H, Hilbert uzayinda
betimlenir. Bu uzay H = C?® C? boyutludur.

Tek bir |y) durum vektoriiyle ifade edilebilen sistemlerde [y) bir saf durumdur.
Yalnizca ) saf durumu seklinde ifade edilemeyen durumlara saf olmayan durumlar
denir. Saf olmayan durumlar yogunluk islemcileriyle gosterilirler. |y;) bir saf durum ve

p; Sistemin bu durumda bulunma olasilig1 olmak tizere yogunluk islemcisi:
p= Z pi i)Wl (3.2)
i

seklinde tammmlanmir. Burada p; olasiliklar; p; € [0,1] ve Y;p; =1 ozelliklerini

saglar.

Yogunluk matrisleri izi bir olan (Tr[p] = 1) pozitif operatorlerdir ( (y|p|y) = 0). Saf
olmayan durumlar bu sekilde koherent olmayan karisimlar olarak yogunluk matrisiyle

ifade edilirler.

Yogunluk islemcilerinin pozitif operatdrler olmasi, aym1 zamanda hermitsel (p™ = p)
olmalarini gerektirir. Boylelikle yogunluk matrislerinin daima reel 6zdegerleri vardir ve
dolayisiyla saf durumlardan daha kolay gozlenebilirler. Bu nedenle saf durumlart da
yogunluk matrisi cinsinden bulmak yarar saglar. Saf durumun yogunluk matrisi, ayni

zamanda bir projeksiyon operatérii oldugundan karesi kendisine (p? = p) esittir.

Bilesik sistemlerin kuantum mekaniginde durumlari, dolanik ve ayrilabilir durumlar
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olmak iizere ikiye ayrilir:

Iki ya da daha fazla altsistemli bir bilesik sistemin durumu, ayrik durumlarin tensér
carpimlar1 olarak ifade edilebiliyorsa, bu durumlara ayrilabilir ya da ¢arpim durumlari

denir. Bu noktadan hareketle, N pargali saf durumlar,
|¥) = [P1)BI¥2) ... ®1¥n) = [P1)¥2) ... |¥n) (3.3)

ve N pargali saf olmayan durumlar,

p = p1®p2 ... QPN = P1P2 - PN (3.4)

seklinde yazilabiliyorlarsa, bu durumlar ayrilabilir veya carpim durumlaridir. iki ya da
daha fazla altsistemli bir bilesik sistemin durumu, ayrik durumlarin tensor garpimi ile

ifade edilemiyorsa, bu durumlara dolanik durumlar denir. Saf durumlar i¢in dolaniklik,
|¥) # |¥1)Q|¥,)Q - ®|¥y) (3.5)
ile verilirken, saf olmayan durumlar igin
p #* p1OP® - Qpy (3.6)
bigimindedir.
Dolanik durumlarla ilk olarak, iki elektronlu bir sistemin spin durumu arastirilirken

karsilasilmistir. Iki elektronlu bir sistemin toplam spini §=§1+§2 dir. Bu sistemi

olusturan spin tasiyicisi nesnelerden, birinci elektronun spini §1=%h51 ve ikinci
elektronun spini §2 = %h&z ile verilebilir. Boylelikle bilesik sistemin spin kuantum

5 - . 1
sayist s, S; + sy’den |s; — s,|’ye kadar degerler alabilir. Yani s; = s, = > olmak

tizere, s=0yada s=1 dir.

Spin kuantum sayisi sifir olan durumlara singlet durumlar (spin birlisi ya da tekli durum)

|jm) toplam agisal momentum olmak iizere;

31



100) = ( 1 ) ”1 1> 1 1> 1 1> 1 1>] (3.7)
S \y2/ U222 21 12 2/122
spin kuantum sayis1 bir olan durumlara ise triplet durumlar (spin tigliisti ya da ti¢lii durum)

- B
- -3 B-9E

1 111 1
1-v=|5-353 58

denir. [00) ve |10) durumlart ¢arpim durumu seklinde yazilamazlar. Dolayisiyla bu
durumlar dolanik durumlardir. Ancak [11) ve |1 — 1) durumlar1 ayrik durumlarin tek
bir tensor carpimu ile ifade edilebildiklerinden, dolanik degillerdir. Ancak bu durumlarin

toplamlar1 ya da farklariyla maksimum dolanik olan iki durum elde edilir:

1

lp*) = ﬁ(ll —1) £ [11) (3.9)

Singlet durum olan |00) ve triplet durumlardan |10) durumu da maksimum dolaniktir.

S6z konusu dort maksimum dolanik saf durum Bell Durumlari olarak adlandirilir. Spin

asagl durum olan |%—%>= |0) , spin yukar1 durum olan E%): [1) cinsinden

gosterilmek tizere Bell durumlari;

1
|PE) = 5001) +(10)) (3.10)
ve
1
lp*) = ﬁ(l00> +1(11)) (3.11)
seklindedir.

Dolanik durumda bulunan bilesik bir sistemde, altsistemlerin durumlari 6l¢liim

yapilmadan kesin olarak bilinemez. Bu nedenle yogunluk islemcileri ile gosterilirler.
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Bilesik bir sistemin altsistemlerinden yalnizca biriyle ilgilenilmek isteniyorsa
indirgenmis yogunluk islemcisine ihtiyag duyulur. Bilesik sistemin durumu p“Z olmak

tizere bu sistemin altsistemleri olan, A sisteminin indirgenmis yogunluk islemcisi,

p? = Trg[p*f] (3.12)
ve B sisteminin indirgenmis yogunluk islemcisi,

pP = Try[p??] (3.13)

ile verilir.

3.2 Dolanikhk Olciimleri

Kuantum mekaniksel sistemlerde olgiimler projektif Olgtimlerle gergeklestirilir. Saf
olmayan durumlarda ise 6lgiim operatorleri kullanilir. Kuantum mekaniksel bir sistemin
dolaniklig1 arastirilirken kullanilabilecek pek ¢ok 6lgiim yontemi vardir. iki gesnili
durumda bulunan nétrino osilasyonlarinin dolanikligi arastirilmak tizere kullanilabilecek
iki kiibit sistemlerinin dolanikligini incelemeye yarayan dort farkli 6l¢iim yontemine bu

boliimiin alt kistmlarinda deginilecektir.

3.2.1 Bell-CHSH esitsizligi

1964,1966 yillarinda John S. Bell’in varsayimsal yerel deterministik kuantum mekanigini
arastirmak amaciyla iki ayr1 makaleyle ortaya koydugu Bell esitsizliklerinin en basit
versiyonu 1969 yilinda John Clauser, Michael Horne, Abner Shimony ve Richard Holt

tarafindan yaymlanan CHSH yorumudur.

Bell esitsizliklerinin CHSH yorumuna gore; bir kaynak yardimiyla elektron cifti {iretilip
daha sonra bagka bir diizenek yardimiyla yollar1 ayrilsin. Birinci elektronun spinini Alice
ikincisini Bob 6lgsiin. Her ikisi de yalnizca iki durum 6lgebilir. Bu durumlar Alice igin
Ay, A, ve Bob igin B;, B, olsun ve bu dért durumun (4, A4,, B;, B;) dl¢iimii sadece

+1 degerlerini alabilsin. Bu kosullar altinda bilesik sistemin alacagi degerler yalnizca:
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Q = A1(B; — By) + A3(By + By) = +2 (3.14)

olacaktir. Dolayisiyla Q degerinin istatistiksel ortalamasi ya da beklenen degert,
—2<(Q) =< +2 (3.15)
olur. Bu esitsizligin agik hali yazilarak Bell-CHSH esitsizligi elde edilir:
—2 < (A1B1) — (A1B;) + (A3B1) + (4;B;) < +2 (3.16)

Kuantum mekanigi agisindan ise bu 6l¢iim basit bir dille su sekilde ifade edilebilir:

Sekil 3.1 Bell-CHSH esitsizliginde spin 6lgiim eksenlerinin yonelimleri

Spin &lgiimiinii Alice @ yoniinde, Bob b yéniinde yapsm. Her ikisi de xz diizleminde
olup @ yonii z ekseniyle 0 agis1, b yonii ise z ekseniyle 8’ agis1 yapiyor. Bu durumda

Alice’in 6lglimii:

Wy = sinf o, + cosb o, (3.17)
olur. Bob’un 6lgtim sonucu ise:

Wy = sinf’ o, + cos6’ o, (3.18)

olacaktir. Alice ve Bob’in 6lgiim sonuglarina gore bilesik sistemin spin dlgliimiiniin

beklenen degeri:

(Q) = (Y™ |WeWgy|¥7)

1
=5 ((01] = {10 (WeW4)(|01) — |10)) (3.19)
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olur. Burada |#~) dort Bell durumundan biri olmak tizere bu durum |0) = (é) ve

1) = ((1)) spinorleri cinsinden alinarak islemlere devam edilir. Tensorel c¢arpimlar

gerceklestirildiginde bilesik sistemin spin 6l¢iimiiniin beklenen degerinin
(P~ |WyW g |¥W™) = [cosBcosB’ + sinBsind’'] = —cos(6 — 8') (3.20)

denklemine esit oldugu bulunur®. Elde edilen (3.20) denkleminde 6zel olarak 8 acis1 0, g

ve 0’ agisi % : %n olarak segilirse (A4, A, B, B, durumlari igin sirasiyla):
Al = WO B A2 = WE, Bl = WE, BZ = W3_Tt (321)
2 4 4
olmak {izere bilesik durumlarin beklenen degerleri:

1 1 1 1
(A1By) = 7 {A41B3) = NG ,(4,B) = 75 (A2B) = NG (3.22)

olarak elde edilir. O halde kuantum mekaniksel bakis acisiyla bilesik sistemin spin

6l¢iimiiniin beklenen degerinin
(Q) = (A1B1) — (A1 B;) + (A;B1) + (4,B;) = —2V2 (3.23)
denklemine esit oldugu ve Bell-CHSH esitsizligini ihlal ettigi goriiliir.

Yukarida anlatilan diisiince deneyi 1981-1982 yillar1 arasinda gergeklestirilmistir (Aspect
vd. 1982). Sonug olarak hazirlanan sistemde bilesik sistemin spin durumunun varsayimsal
yerel ve determinist kuantum mekaniginin beklentisi olan Bell-CHSH esitsizligindeki 2

degerini astig1 goriilmiistiir. Kuantum mekaniginin Kopenhag Yorumu dogrulanmistir.

Bell-CHSH esitsizligi saf olmayan durumlar i¢in de tiiretilebilir (Horodecki vd. 1995).

Tiim hermitsel n X n matrisler n? boyutlu bir gergel vektdr uzay1 olustururlar. O halde

% (3.20) denklemi ile verilen Bell-CHSH esitsizliginin ara islemleri EK 2 kesiminde verilmistir.
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iki altsistemli bir bilesik sistemin Hilbert uzayr H = C? @ C? olup 4 boyutlu bir gergel

vektor uzay: olusturur. o, = gy = (2 (1)) 0y =0 = (? _Ol) 0z =03 = (é _01)

Pauli matrisleri olmak tizere dort boyutlu bu uzay1 geren bazlar {]l ,Ox , Oy ,JZ}’dlr. Bu
bazlardan kurulan ve yogunluk matrisi 6zelliklerini de saglayan cebir iki altsistemli bir

bilesik sistemin en genel yogunluk islemcisi (Block gosterimiyle):
1
pzz[ﬂ®ﬂ+(?-5)®ﬂ+ﬂ®(?-?)
3
£ ) T (0n ® an>] (3.24)

m,n=1

bicimindedir. Esitligin her iki tarafi 6énce (o,, & o,) ile ¢arpilip daha sonra Hilbert-
Schmidt uzaymnda Tr(X ® Y) = Tr(X)Tr(Y) oldugu kullanilarak iz alindiginda:

TT[p(O'm (%9 Un)]
= [Tr(o‘m)Tr(O'n) + TT'(O'm(?' 5))TT(Un)

+ Tr(am)Tr(an (?-5’))

3
+ Tr( Z Tyn (02, ® a,f))] (3.25)

mmn=1

denklemi elde edilir. Pauli matrislerinin izi sifir oldugu i¢in denklemdeki ilk {i¢ terim
sifira esittir. o2 =1, olup (o4 ® 62) =1, olur ve Tr(1l,) = 4 tiir. Bdylece (3.24)

denklemi

Tonn = Trlp(om ® 0n)] (3.26)

denklemine esit olur. T korelasyon matrisinin elemanlar1 T,,, olmak tizere Bell-CHSH

esitsizliginin yogunluk matrisine bagl ifadesi (i # j olmak iizere)
M(p) = max (ui + uj) <1 (3.27)

esitsizligi ile verilir. Burada max (ui + uj) ifadesi TTT nin dzdegerleri olan u; (i =
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1,2,3)’lerden en biiyiik ikisinin toplamini ifade eder. S6z konusu iki farkli 6zdegerin
toplamlar1 birden biiyiik ise p durumu Bell-CHSH esitsizligini ihlal eder ve dolaniktir
(Horodecki vd. 1995).

3.2.2 Von Neumann Entropisi

Entropi fiziksel sistemlerin durumlarindaki belirsizligin miktarin1 6lgmemizi saglar.
Entropi bilisimde bilginin bir 6l¢iistidiir. Klasik bilisimde bilgi Shanon entropisiyle
ol¢iiliirken, kuantum bilisimde von Neuman entropisiyle dlgiiliir. Von Neumann entropisi
iki pargali saf durumlar i¢in bir dolaniklik dl¢limiidiir. p yogunluk islemcisiyle gosterilen

bir kuantum durumunun Von Neuman entropisi:
S(p) = —Tr(plog; p) = —2/11- log 4; (3.28)
l

ile tanimlanir®. Von Neumann entropisi bir kuantum durumun belirsizligini dlger. Saf
durumlar bir kuantum durum hakkindaki tiim bilgiyi gosterdikleri i¢in saf durumlarin von

Neumann entropisi sifirdir.

Iki pargali bir sistemin saf durumu olan |¥),5 nin dolaniklik olusumu (entanglement of
formation) E(|¥),g) sistemin indirgenmis yogunluk matrislerinin von Neumann

entropilerine esittir.

E(I%)ap) = S(pa) = S(ps) (3.29)

Sistemin durumu |¥) eger bir ¢carpim durumuysa dolaniklik olusumu E(|¥)) sifir

olacagi i¢in von Neumann entropisi de sifira esit olacaktir.
3.2.3 Konkiirans

Kuantum mekaniksel bir 6zellik olan dolaniklig: iki pargali sistemler i¢in 6lgmenin bir

baska yolu da konkiiranstir. Iki altsisteme sahip bilesik sistemler icin dolaniklik olusumu

® (3.28) denklemi ile verilen von Neumann entropisinin ara islemleri EK 3 kesiminde verilmistir.
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konkiiransa

E(l¥)) =&(c(¥)) (3.30)

bi¢giminde baglidir (Hill ve Wootters 1997). Dolaniklik olusumuna esit olan &€(C)
fonksiyonu

1+vi—-¢* “1_62) (3.31)

E(C)=h< >

denklemi ile tanimli olup sifir ile bir arasinda degerler alabilen bir fonksiyondur. Konveks
ve monoton artan bir fonksiyon olan €(C); h(x) ikili entropi fonksiyonu ile tanimlanir.

Olasilik dagilimlar1 {x,1-x} olmak {izere ikili entropi h(x):
h(x) = —xlogy, x — (1 — x) log,(1 — x) (3.32)

sekilde tanimlidir. |¥) iki altsistemli bir sistemin durum vektérii olmak tizere saf

durumlar i¢in konkiirans
c(wy = [(¥|%)] (3.33)

denklemi ile tanimlanir. Burada |#) spin flip durumu olup |¥) = (0, ® 0,)|¥")

seklinde tanimhidir ve |¥*), |¥)’nin kompleks eslenigidir. Konkiirans dolanik olmayan

saf durumlarda spin flip doniistimii sonucunda ortogonallikten dolayt sifira esit olur.

Saf olmayan bir p durumu igin ise konkiirans

Clp) =inf ) peC(¥)) (3.3
veya daha yaygin olarak
C(p) = maX{O, Al - AZ - 13 - ).4} (335)

ile verilir. Burada i = 1,2,3,4 olmak iizere A; ler pp ‘nin 6zdegerlerinin karekokleridir.
Ve p=(0,®0,)p" (6,R0,) ile tanimli olup burada p* p ’nun kompleks
eslenigidir (Wootters 1998).
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Konkiirans dolanikligin olmadigi durumda sifira, maksimum oldugu durumda ise bire
esittir. Ayn1 zamanda konveks bir fonksiyon olan konkiirans bu 6zellikleriyle monoton

artan bir fonksiyondur.
3.2.4 Teleportasyon Sadakati

Teleportasyon bir Bell durumunu paylasan iki taraftan, birinin bilinmeyen bir |¥)
durumunu klasik bir kanal araciligiyla diger tarafa aktarmasi siirecidir. Ornegin bir Bell
durumu olan |¢™*) durumu:

1

ﬁ(I0)®|0) + [1)®[1) (3.36)

lp™) =

Alice ve Bob tarafindan paylasilsin ve Alice bilinmeyen bir |), = a|0), + B|1)4
durumunu Bob’a aktardiginda no-cloning teoremine gore Alice’de [ip) durumunun
herhangi bir kopyasi kalamaz. Klasik bir kanal tizerinden klasik bitler gonderildiginde ise
bu durumun aksine Alice’in bir kopyay1 tutmas1 miimkiindiir. O halde Alice’in Bob’a

aktardigi durum:

1
W)ty = (al0), + 1?|1>A)ﬁ(|0>A®|0>B +|1)a®I1)g)

1
= ﬁ(aloomm,g +al01)4]1)p
+ B110)410)5 + B111)411)5)

1
= E{lq)-'_)A((ZlO)B + ﬂ|1>B)

+ (97 )a(a|0)g — BI1)5)
+ [P+ (a]0)g + Bl1)5) (3.37)

+ ¥ ) all)p — B10)5)}

biciminde olur. Burada |¥%) , |p*) Bell durumlandir ve Bob Pauli matrislerini

kullanarak bilinmeyen |) durumunu elde edebilir.

Teleportasyon sadakati kavramina gegmeden 6nce sadakat (fidelity) tanimini yapmak
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faydali olacaktir. Sadakat; iki kuantum durumun birbirine ne kadar yakin oldugunun bir

olcustdir. ki saf kuantum durum arasindaki sadakat:

F(I¥), 19) = Kol¥)? (3.38)

olup iki yogunluk operatdrii p ve ¢ arasindaki sadakat ise:

2
F(p,0) = (Tr ’ ﬁaﬁ) (3.39)

ile tanimlidir.

Teleportasyon sadakati kavrami ise sadakat (fidelity) degerine bakilarak bir kanalin
teleportasyona uygun olup olmadimin arastirilmasini saglar. Iki parcali bir sistemin

teleportasyon sadakati:

1 1
Fnaks = 2 <1 + §N(P)> (3.40)

ile tamimlanir. Burada N(p):

N(p) = (Vur +fuz +/us) (3.41)

denklemi ile tanimli olup u;’ler TTT matrisinin dzdegerleridir. Klasik kanallarin

teleportasyon sadakati (Fp,qks) 2/3 ’e esittir. Teleportasyona uygun kuantum kanallar

icin ise Fpaps > 2/ 3 olmalidir. Bunun i¢in (3.40) denklemi ile de goriildigii tizere
N(p) > 1 olmalidir. Denklem (3.27) ile tanimlanan M(p) ifadesi denklem (3.41) ile
verilen N(p) ifadesine bagh oldugu aciktir. S6z konusu iki ifade de korelasyon matrisi
T olmak iizere TTT matrisinin 6zdegerlerine bagh olarak elde edilir ve Bell-CHSH
esitsizligi ihlal edildigi takdirde M(p) > 1 olacaktir. Dolayisiyla teleportasyon sadakati
ile Bell-CHSH esitsizligi birbirine bagli terimlerdir ve Bell-CHSH esitsizligini ihlal eden

saf olmayan iki pargali (spin - % ) bir durum teleportasyona elverislidir.
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3.3 Kuantum Korelasyon Ol¢iimleri

Saf bir durumun kuantum korele olmasi igin gerek ve yeter sart bir dolanik durum
olmasidir. Ancak saf olmayan bazi ayrilabilir durumlar dolanik olmadiklar1 halde
kuantum korelasyonlar igerebilirler. Ornegin, saf olmayan bir kuantum-klasik durum
ayrilabilir bir durum olmasina ragmen klasik algoritmaya gore daha hizli olup kuantum
korelasyonlar igerebilir. Bu tiir kuantum korelasyonlarin 6l¢iilebilmesi igin kuantum

diskort kavramindan yararlanilir.
3.3.1 Kuantum Diskort

Iki sistem birlikteyken ayrik halde tek baslarma icerdikleri bilgiden daha fazla bilgi
iceriyorsa bu iki sistem koreledir. iki parcali bilesik bir sistemin saf olmayan klasik korele

durumu:

pec = )by 10XGIBL] (3.42)
Lj

bigimindedir. Burada {|i)}’ler birinci altsistemin Hilbert uzay: olan H; fizerinde ve
{lj}}’ler ikinci altuzay olan #, iizerinde tanimli ortogonal durumlardir. p;;’ler ise
negatif olmayan ve toplamlar1 bire esit olan (Zi_ ipij = 1) olasiliklardir. Her Klasik
korele durum ayn1 zamanda bir ayrilabilir durumdur. Ancak ayrilabilir bir durumun ayni
zamanda bir klasik korele durum olmast gerekmez. Ciinkii
Psep = i Pij |aiXa;|®|b;)(b;| seklinde tammli bir ayrilabilir durumda {|a;)} ve

{|b;)} durumlar1 ortogonal olmak zorunda degildir.

p; olasiliklarmin toplami bire esit ve {|i)} ler ortogonal durumlar olmak fizere iki

altsistemli bir bilesik sistemin saf olmayan klasik-kuantum durumu:

pea = Y i 1NiI@p: (3.43)
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seklinde tanimhidir. Benzer olarak kuantum-klasik durumlar da:
Pgc = Z p; Pi®|ii] (3.44)
i

seklinde tanimlanir. Bu tip ayrilabilir durumlar dolanik olmamalarina ragmen klasik

algoritmaya gore daha hizli olup kuantum korelasyonlar igerebilirler.

Kuantum diskort tanimi1 yapilmadan once klasik ve kuantum bilisimde énemli olan birkag

kavram tanimlanmalidir.

Klasik bilisimde bilesik entropi iki rasgele degisken igin bilesik bilginin bir 6l¢iistidiir ve
asagidaki sekilde

HEXY) == ) p(xy)logp(x,y) (345)

tanimhidir. H(X,Y) = H(X) + H(Y) olmasi igin gerek ve yeter sart X ve Y’nin bagimsiz

olmasidir.

Kuantum bilisimde entropi von Neumann entropisiyle verildigi i¢in kuantum bilesik

entropi bilesik durumun entropisidir ve
S(p*?) = —=Trp*® log p** (3.46)

bi¢iminde tamimhidir. Iki klasik sistemin bilesik entropisi en az sistemlerden birinin
entropisine esittir. Kuantum mekaniksel iki sistemin bilesik durumu bir saf durumsa
entropi sifirdir. Ancak eger bu sistemler dolanik durumdaysa sistemin durumunu veren
yogunluk operatoriiniin entropisi sifirdan farklhidir. Klasik sistemlerden farkli olarak

kuantum sistemlerde dolanik durumlarin bilesik entropisi negatif degerler alabilir.

Klasik bilisimde kosullu entropi bir rastgele degisken verildiginde diger rastgele
degiskenin sonucunun bilinmesini saglayan bilgi Ol¢iimiidir. Y bilindiginde X’in

sonucunu veren bilgiyi 6lgen kosullu entropi:
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HOXIY) = =) p(y)log(p(x1y)
X,y

= H(X,Y) — H(Y)

(3.47)

ile tanimlanir. Burada p(x|y) = p(x,y)/p(y) dir (Bayes kurall).

Kuantum kosullu entropi iki pargal1 bir kuantum durum olan p“% i¢in B’nin izdiisiimsel

ol¢timleri kosulu ile A’nin kosullu entropisi:
s(Al{n?}) = z pi S(pf') (3.48)
i

ile tanimlidir. Burada {II®}’ler B altsistemi iizerindeki von Neumann &l¢iimiine karsilik
gelen 6l¢iim operatorleri olup ranki bire esit olan ortogonal projektorlerdir. p; olasiligi
Tr[M1EpA®] ifadesine esit olup A altsisteminin pf* dlgiim durumu pf = Trg [T p48]/p;
ile tanimlidur.

Klasik bilisimde iki rastgele degisken arasindaki korelasyon karsilikli bilisim ile 6l¢iiliir.

J(X:Y) = H(X) — H(X|Y) (3.49)

Burada H(X) Shannon entropisi ve H(X|Y) kosullu entropidir. Bayes kurali
kullanilarak klasik karsilikl1 biligim:

I(X:Y) = HX) + H(Y) — H(X,Y) (3.50)

sekilde de tanimlanabilir.

Karsilikli bilisimin klasik bilisimdeki (3.49) ve (3.50) denklemleri ile verilen iki tanimi1

birbirine esdegerdir ancak kuantum bilisimde farklidir.

Kuantum bilisimde von Neumann karsilikl biligim;

1(p*%) = S(p*) + S(p®) — S(p*") (3.51)
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ile tanimhidir. Kuantum karsilikli bilisimin bu tanimi klasik karsilikli bilisimin (3.50)
denklemiyle verilen ifadesinin kuantum teorideki karsiligidir. Ancak (3.49) ile verilen
klasik karsilikli bilisim denkleminin kosullu entropi igermesi nedeniyle kuantum

teorideki karsiligi farklidir. Kuantum karsilikli bilisimin kosullu entropiye bagl ifadesi;
J(P)mzy = S(p*) — s(A[{n7}) (3.52)
denklemi ile tanimlidir. Bu 6l¢iim ile elde edilen deger B altsisteminin 6l¢iimii sonucunda

A altsistemi hakkinda kazanilan bilginin miktarina karsilik gelir.

Karsilikli  bilisim klasik ve kuantum korelasyonlarin toplamima esit olan tim

korelasyonlari verir.

Karsilikli bilisimin klasik olarak esdeger iki tanimi kuantum bilisimde farklidir ve
aralarindaki fark kuantum diskort olgtimiinii verir. Dolanikligin 6tesinde kuantum

korelasyonlari 6l¢menin bir yolu olan kuantum diskort:

8(p) = ?11]?}1[1 (p) = J(P) 3y (3.53)

ile tanimlanir. Kuantum diskort negatif degerler almaz ve yalnmizca kuantum-klasik

durumlarin kuantum diskort 6l¢timii Sifira esit olabilir.

Kuantum diskortun analitik ifadelerinden biri geometrik diskorttur. iki pargali bilesik bir
sistemin saf olmayan durumu p ile klasik-kuantum durumlarin kiimesi arasindaki
Hilbert-Schmidt uzakligimin minimum degeri diskortun geometrik 6lgiimiinii verir. CQ
klasik-kuantum durumlarin kiimesi ve y durumu bu kiimenin bir eleman1 olmak tizere

bir p yogunluk islemcisinin geometrik diskortu;
— mi — 112
Dg(p) = minjip — x|
1
= 2[R0+ T 1P~ k] (3:54)

ile tanimlidir. Burada ||. || Hilbert-Schmidt normu olup;

44



.I.
12 =77 (%'%) (3.55)
bigiminde tanimhidir. o, ’ler Pauli matrisleri olmak iizere X vektoriiniin bilesenleri

xm = Tr(p(oy, ® 1)) denklemi ile elde edilir. Ayrica (3.54) denklemindeki Kpqps

terimi (77 + TT*) Matrisinin en biyiik 6zdegeridir ve T korelasyon matrisi olup

elemanlar1 (3.26) denklemi ile elde edilir.

Kuantum diskort dl¢limiiniin analitik bir formu olmasi nedeniyle kolay uygulanabilir
olmasinin yaninda geometrik diskort; kuantum diskort dl¢timiiniin aksine simetrik bir

Ol¢timdiir.
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4. NOTRINO OSILASYONLARININ KUANTUM KORELASYONLARI
ACISINDAN INCELENMESI

Bu boliimiin ilk kisminda iki ¢esnili noétrino osilasyonlari, kuantum korelasyonlar
bi¢iminde incelenmek tizere dncelikle notrino osilasyonlari yalnizca gesni 6zdurumlarina
bagli olarak elde edilmistir. Ardindan nétrino osilasonlarinin iki ¢esnili hali sirasiyla Bell-
CHSH esitsizligi ihlali, von Neumann entropisi, konkiirans, teleportasyon sadakati ve

geometrik diskort 6l¢timleri kullanilarak kuantum korelasyonlar cinsinden olgiilmiistiir.

Ikinci ve iigiincii kisimlarda, sirasiyla ii¢ ¢esnili ve dort cesnili ndtrino osilasyonlart von
Neumann entropisiyle 6l¢iilmiis ve bu 6l¢lime gore notrino osilasyon ve von Neumann

entropisi grafikleri Mathematica programi yardimiyla ¢izdirilmistir.
4.11ki Cesnili Durumda Kuantum Korelasyonlar

Bolim 2’nin ikinci kesiminde iki ¢esnili hal igin nétrino osilasyonlar1 incelenerek
notrinolarin ¢esni 6zdurumlari kiitle 6zdurumlarina baglh olarak elde edilmisti. Osilasyon
yalnizca ¢esni Ozdurumlarina bagli olarak yazilmak istenildiginde ilk olarak (2.4)

denklemini kiitle 6zdurumlarindan bagimsiz hale getirmek iizere;
) = > Uit Iva) (4.1)

denkleminden yararlanilir. (2.4) denkleminde oldugu gibi burada da a = e, u,t olup
|vg) ’lar ¢esni 6zdurumlarini, j = 1,2,3 olmak iizere |vj> ’ler kiitle 6zdurumlarini
belirtmektedir. (4.1) denklemi (2.7) denkleminde yerine yazilarak baslangicta (t=0

aninda) |v,) durumunda bulunan nétrinonun t siire sonraki zaman evrimi;

Va(©) = ), Uaj ™" (Z Uaf Iva>> (42
j o

oldugu goriiliir. Denklem (2.5) ile verilen U matrisinin determinanti bire esit olup tersi

-1 _ (cos8 —sinby\ .. . . y
U=—(6) (sinB COSQ) dir. Dolayisiyla (4.2) denkleminin agik ifadesi;
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[va () = cosBe it/ (cosOlv,) — sinb|vp))
| (4.3)
+ sinfe~Ext/M(sinb|v,) + cosb|vg))

bigimindedir. (4.3) denklemi;

iE ;t iE}t
[ve (1)) = (coszee_TJ + sinZHe_Tk> [Ve)
(4.4)

+cosBsind (e~ Ext/h — g7 Et/M) |y p)

seklinde, sadece ¢esni 6zdurumlarina bagh olarak diizenlenilebilir. Ayni ifade cebirsel

formda asagidaki gibi;

|Va(t)) = Ua(x(t)lva> + Uaﬁ(t)lvﬁ) (4-5)

gosterilebilir. (4.4) denkleminde goriildigi tizere (4.5) denklemindeki U,,(t) ve
Uqp(t) terimleri:

Uga(t) = cos?0e™Eit + sin?0e 1kt (4.6)

ve

Uqp(t) = cosO sind (e‘iEkt — e‘iEft) (4.7)

ifadelerine esittir.

Notrinolarin bir ¢esni 6zdurumunda bulunduklari durum igin |1) = ((1)) , aksi durumlar
icin ise |0) = ((1)) spinorleri kullanilarak |v,) ve |VB) gesni Ozdurumlart su sekilde

tanimlanabilir;

[Va) = 11)q @ [0)p = [10) = (4.8)

S O O

ve
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0
[vg) = 10)e ® 11)p = 101y = ( ) (4.9)
0
O halde (4.5) denklemi
Ve (£)) = Uga (D) 1)q ® [0)g + Ugp(t)[0)e @ |1)p
0
Uga (1)
4.10
U (410
0
denklemine doniisiir.
Saf bir durum olan |v,(t))’nin yogunluk matrisi (3.2) denklemine gore
p = v (ONve (O] (4.11)

bulunur. (4.10) denkleminde elde edilen |v,(t)) durumu (4.11) denkleminde yerine

yazilarak

0 0 0
IUaa (t) IZ Uaa(t) U;,B (t) 0

Ua@Uas(®  |Uap@|” 0 /
0 0 0

(4.12)

i)
I
o o oo

yogunluk matrisi elde edilir. (4.12) ile verilen p matrisinin ranki iki oludugu i¢in sifira

esit olmayan elemanlartyla 2 X 2’lik bir matrise denktir.

A= (mé— mjz) olmak iizere, 2 X 2’lik yogunluk matrisi p’nun elemanlari:

Birinci satir ikinci stitun elemana:
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Uaa (DU (2) = (cos?Be™"Ei*
+ sin?0eEkt)[cos0 sind (eExt — e'Eit)]

LAt LAt
= sinf cosB (cos?0 e'zE — sin?H e” 2k + sin?H

 05%0) (4.13)
Ikinci satir birinci siitun elemant:
Una(OUgp(t) = (cos?0e'it
+ sinzeeiEkt)[cose sin® (e ikt — e"iEit)]
(4.14)

LAt LAt
= sinf cosO (cos?0 e 'z + sin?0 e'2E + sin?0

— c0s%0)

cosf = c ve sinf = s kisaltmalar1 yapildiktan sonra, |v,) ¢esni 6zdurumunun t siire
sonra |v,) Ozdurumu olarak kalma olasiligini veren (Pva—Wa = |(va|va(t))|2) p’nun

birinci satir birinci siitun elemani:
Una ()2 = (c2e™Eit 4 s2e~iEkt)(2eiEjt 4 s2oiEkt)
— 4+ st + CZSZ(Czei(Ek—Ej)t + Sze—i(Ek—Ej)t)
= c* + s* + 2¢%s%cos(Ey, — Ej) (4.15)
=ct+st+ ZCzszcosﬁ—é =P,
olarak elde edilir. |v,) ¢esni 6zdurumunun t siire sonra |VB) O0zdurumuna gegis

olasiligini veren (Pva_)vp = |<vﬁ|va(t))| ) p’nun ikinci satir ikinci siitun elemant,

U ()] = s2c2( 8t — eiFit) (e=18kt — i)

jat _jat
:SZCZ(Z—eZE—e ZE)

At
s“c < cos 2E
At At
92,2 2 (V) = 4220502 (2
= 2s°c <2$Ln (4E)> 4s4cesin (4E>
) . 2 At —
= sin“20sin (_4E) = Posc (4.16)
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oldugu goriiliir. (4.15) ve (4.16) ifadelerine gére p matrisinin kosegenleri toplami

Uaa@®12 + [Uap ®)]

g 4+20252cosAt+2 202 (1 (At)
—eTs 2F 5S¢ “oS\2E (4.17)

=ct+s5*+2c%s2=(c?*+s%)% =1

olup yogunluk matrisinin izinin bire esit olma kosulunu saglamaktadir.
4.1.1 Bell-CHSH esitsizligi ihlaliyle dolamkhk 6l¢iimii

Notrino osilasyonlariin kip dolanikligi arastirilmak tizere ilk olarak iki ¢esnili hal igin
kisim 3.2.1 de incelenen Bell-CHSH esitsizligi ile l¢tim yapilacaktir. Denklem (4.12) ile
elde edilen p durumu denklem (3.27) de kullanilarak bu 6l¢iim gergeklestirilebilir. O
halde, oncelikle korelasyon matrisi T’nin elemanlar1 denklem (3.26) den yararlanilarak

elde edilmelidir.

0, =0, = ((1) (1)) , 0y =0y, = (? Bl) , 03 = 0, ((1) _01) Pauli matrisleri olmak

{izere’ T’nin elemanlart:

[0 0 0 O]
0 Una U;zﬁ |Uaa |2 0

Ty, =Ty = Tr| 2 . I
[Uapl”  UsaUap OJ
0 0 0 0

= UgoUpsp + UpoUap (4.18)

ve

" (o, @ 0,,) carpmlar1 EK 4 kesiminde verilmistir.
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[ 0 0 0 ]
T T T | . 0 _UaaU;zﬁ’ |Uaa|2 0 |
12 = —l2p = ITH 2 .
| 0 _|Ua[?| aa aﬁ 0 |
L\o o 0/
. . . 4.19
= l(_UaaUaﬁ’ + UaaUaﬂ) ( )
benzer sekilde
[0 0 0 07
[0 —|Ugal? —UgaUqgp 0] (4.20)
T33 = TTI . 2 I = _1
[o ~UoUag  —|Uqpl oJ
0 0 0 0
ayrica Ty3 = T3; = T,3 = T3, = 0 oldugu i¢in korelasyon matrisi T:
UaaU;ﬁ + Usq Uaﬁ i(_UaaU;ﬁ + U;auaﬁ) 0
T =\=i(—UsaUsp + UsaUap)  UaaUsp + UsaUqp 0 (4.21)
0 0 -1
olarak elde edilir. Buna gore T matrisinin hermitik eslenigi:
UsdUsp + UsaUop  —i(—UaaUsp + UsqUag) O
=1 * * * * =7T
= i(~UsaUsp + UsaUqp) UnaUsp + UsaUap 0o|=T" (422
0 0 -1
olarak bulunur. O halde TTT matrislerinin ¢arpimi
a1 Q12 Qg3
TIT =|a21 Qzz a3 (4.23)
a3y a3z dzs

ile gosterildiginde TTT matrisinin elemanlarmin

a1 = 2|Uaa|2|Uaﬁ|2 + (Uaa)z(U;ﬁ)z + (U;a)Z(Uaﬁ)z
+ 2|Uaa|2|Ua[>’|2 - (UaaU;cﬁ)z - (U;auaﬁ)z

2
= 4'|Uaa|2|Ua[>’| = 4Pgyr Posc

o1



Az = i[_analleaﬁ|2 + |Uaa|2|Uaﬂ|2 - (UaaU;:/?)z
+ (UgtaUaﬁ)z - |Uaa|2|Uaﬂ|2 + |Uaa|2|UaB|2

+ (UaaU(tc/?)z - (U;aUaﬁ)z] =0

ay = —1 [_ana|2|UaB|2 + |Uaa|2|UaB|2 + (UaaU:c/?)z
- (UgtaUaB)z - |Uaa|2|Uaﬁ|2 + |Uaa|2|UaB|2
— (VaaUsp)” + (UiaUap) 1= 0
Az, = Qg1 = 4‘|Uaa|2|UaB|2 = 4Py Pose
a;3 =0 = a3
a33 = 1 (424)

oldugu bulunur. Bu durumda TTT matrisi:

4PsyrPosc 0 0
TIT = 0 4P, P, 0 (4.25)
0 0 1

esittir. (4.25) denklemiyle elde edilen TTT , kosegen bir matris oldugundan dzdegerleri,
et(TTT —ul) = 0 ifadesine gerek kalmadan, dogrudan belirlenebilir. Bu matrisin

Ozdegerleri; u; =1 Ve u, = uz = 4Py, P,sc Olarak bulunur. Boylece u; ve u;

terimleri TTT matrisinin 6zdegerleri olmak iizere, (3.24) denklemine gore en biiyiik iki

6zdegerin toplami Bell-CHSH esitsizligindeki M(p) terimine esittir. Buna gore
M(p) = max (u; + uj) =1+ 4P, Posc > 1 (4.26)

(4.12) denkleminde elde edilen p durumu igin Bell-CHSH esitsizligini verir. Burada

Por . Pysc terimleri toplamlar bire esit olacak sekilde sifirla bir arasinda degerler
alabilirler. 4P, P,s. degeri Py, = P,q =% icin maksimum degerini alarak bire esit

olur ve bu durumda M (p) ifadesinin alabilecegi maksimum deger ikiye esittir.
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Notrinolar i¢in osilasyon yapma olasiligi her zaman vardir (P,5. # 0). Dolayisiyla M(p)
ifadesi bire esit olamaz. O halde (4.26) denklemine gore iki ¢esnili durumda nétrino
osilasyonlarinin Bell-CHSH esitsizligini ihlal ettigi goriiliir.

4.1.2 Von Neumann entropisiyle dolamikhik ol¢iimii

Iki cesnili durum icin nétrino osilasyonlarinm kip dolanikligini arastirmak iizere von
Neumann etropisi kullanilarak 6l¢iim yapilabilir. Bunun i¢in (4.12) denklemiyle elde

edilen p yogunluk islemcisi cebirsel formda:

p = |Uaa|2|Va)<Va| + UaaU;ﬁlvaxVﬁ'

2
[ve){vs]
— |Uaa|2|10)<10| + UaaU;ﬁllo)(Oll

+ U;aUa[;|vﬁ)(va| + |Uaﬁ

* 2 4.27
+ UzqUagl01X10] + [Ugg]101)01] (4.27)
seklinde yazilabilir. p matrisinin indirgenmis yogunluk matrisleri®;
2
Pa = |UaaP[1X1] + |Uqg|"10)(0] (4.28)
ve
2
pp = Uaql?10X0] + |Uqg|"11)(1] (4.29)

olup bu indirgenmis yogunluk matrislerinin von Neumann entropileri (3.28)

denkleminden yararlanilarak

2 2
S(pa) = S(pﬁ) = _|Uaa|2 loganalz - |Uaﬁ| logluaﬁl
= _(Psur) log(Psur) - (Posc) log(Posc)

(4.30)

seklinde bulunur. Ek olarak, (4.30) denklemiyle elde edilen sonug |v,(t)) durumunun

(3.29) denklemi ile verilen dolaniklik olusumuna (E (|v,(t)) )) esittir. Cesni entropisi:

8 p matrisinin indirgenmis yogunluk matrisleri p, ve ps’nin elde edilmesi igin gergeklestirilen ara
islemler EK 5 kesiminde yer almaktadir.
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SN == ) Tr(p;log p;)

j=a.p
= _(Psur) log(Psur) - (Posc) log(Posc)
- (1 - Psur) log(l - Psur) - (1 - Posc) log(l - Posc)

(4.31)

olmak tizere denklem (4.31) ile elde edilir. (4.31) denkleminde a = e, B = u olmak
tizere elektron notrinosunun iki ¢esnili durum igin entropi grafigi matematica programi
ile ¢izdirilerek sekil 4.2 ile gdsterilmistir. Ayrica elektron ndtrinosunun miion nétrinosuna

osilasyon olasiligi ile bire boylandirilmis entropi grafigi sekil 4.1 ile verilmistir.

.
’
0.75¢ .
‘l
' )
\‘ I N VeV, Olasiligi
5 o0 .
0.5r R > '+ Ve—v, olasilig
entropi
0.25¢
~~ ‘‘‘‘‘
p- T - | /E (m/eV)
7 T
0 = v — 2m
2 2

Sekil 4.1 iki ¢esnili durum igin elektron nétrinosunun miion nétrinosuna osilasyonu ve
bire boylandirilmis entropi grafigi

— V. entropisi

— L/E (m/e\/)
2

i
2

0 = i
2

Sekil 4.2 Elektron nétrinosunun entropi grafigi

Sekil 4.1°e gore elektron ndtrinosunun yasama olasiligi ile miion nétrinosuna osilasyon
olasiliginin birbirine esit oldugu noktalarda entropi maksimumdur. Bu noktalar arasinda

kalan boliimde yani osilasyon olasiliginin yasama olasiligindan fazla oldugu aralikta
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entropi yine azalmistir. Yasama olasiliginin maksimum oldugu noktalarda ise entropi
minimum degerlerini alir. Deneysel verilere gore alinan parametreler ikinci bolimde

cizdirilen osilsyon grafikleri i¢in alinan degerlerle aynidir.

Sekil 4.2 ile verildigi tizere iki g¢esnili durumda elektron notrinosunun entropisinin
maksimum degeri 1.4 civarindadir. 0 ile 2w arasinda entropi higbir yerde sifir degildir.

Dolayisiyla, iki ¢esnili durum igin elektron nétrinosu dolaniktir.
4.1.3 Konkiirans ile dolanikhik él¢iimii

Iki ¢esnili hal i¢in nétrino osilasyonlarmin kip dolamklig: arastirilirken kullanilabilecek
olan bir diger 6l¢iim ise 3.2.3 kisminda incelenen konkiiranstir. Bu 6l¢iim konkiiransin
saf olmayan durumlar i¢in tamim1 olan (3.35) denklemi kullanilarak gergeklestirilebilir®.
Denklem (3.35) deki C(p) ifadesi elde edilmek tizere ilk olarak pp carpimi
hesaplanmalidir ve ardindan elde edilecek olan bu matrisin 6zdegerlerinin karekokleri
bulunmalidir. Burada p denklem (4.12) ile elde edilen yogunluk matrisi olup bu matrisin
spin flip operatérii olan p = (0, ® o) p* (0y, ® 0,,) esitlidi ile hesaplanacaktir ( p*, p

matrisinin kompleks eslenigidir). Burada o, &@ o, Pauli matrislerinin tensorel ¢arpimi;

-1

0
w®o =0 5)e (§ 5) =| ¢ (432
-1

oSO Rr OO
S O RO

0
0
0

matrisine esittir. Ve spin flip operatorii p:

® EK 6 kesiminde (4.10) denklemiyle verilen |v,(t)) durumunun konkiiransi (3.33) denklemiyle verilen
saf durumlar i¢in konkiirans dl¢limiiyle hesapanarak, burada (4.12) denklemi ile elde edilen yogunluk
islemcisinin konkiiransina esit oldugu gosterilmisitir.
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o 00 —-1,/0 0 0 0\/0 0 0 -1
o 01 0)\[0 Wawl® UsUaps 0\ 0 0 1 0
P=l o 10 0| UaaUip |Uagl” 0]\ 0 1 0 0

-1 00 0/\, 0 0/ 10 0 0

(4.33)

0 0 0

2 *
|Uaﬁ | Uaa Uaﬁ’ 0
U;a Uaﬁ’ IUaa | 2 0
0 0 0

o © © O

matrisidir. (4.12) denklemi ile verilen p yogunluk islemcisinin, (4.33) denklemi ile elde

edilen p operatoriiyle ¢arpimi;

o

0 0 0 0
i 20Una|?|Uag|”  20Una|?UnqUs O
pp = 2 ooz (4.34)
0 2|Unp| UsaUsp  21Ugal?|Uspl 0/
0 0 0 0

bi¢cimindedir. Bu matrisin ranki ikiye esit oldugu i¢in 6zdegerlerin ikisi sifira esittir ve

diger ikisi hesaplanmak iizere determinant alinir:

2|Uaa|2|UaB|2 -1 2|Uaa|2UaaU;ﬁ
2|Uaﬁ|2U;:aUaﬁ 2|Ua:az|2|Uocﬁ|2_/1

2
= (21Ueal*|Vap|* = 2)" = 41Usal*|Ug!" (4.35)

O halde, p5 matrisinin dzdegerleri A, = 2| [Ugq|2|Uag|” = 2y/PrarPose » A3 = Ag =

A4 = 0 olarak elde edilir. (3.35) denklemine gore p islemcisinin konkiiranst,
C(p) = max (A, — A; — A3 — A4, 0) = 2/ Py Posc (4.36)

denklemine esittir. Bu sonuca gore konkiirans maksimum degerini, nétrinonun osilasyon
yapma olasilig1r ile yasama olasiliginin esit oldugu deger olan Py, = P,5c = 1/2

durumunda alir ve boyle bir durumda C(p) =1 olup sistem maksimum dolanik
olacaktir. Diger yandan osilasyon ya da yasama olasiliklarindan birinin 1 digerinin 0

olugu yani kesinligin miimkiin oldugu durumlarda konkiirans sifira esit olacak ve
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dolaniklik s6z konusu olmayacaktir. Notrino osilasyonlarinin deneysel verilerine gore
boyle bir durum miimkiin degildir. Dolayisiyla konkiirans olgiimiine gore iki ¢esnili

durum i¢in nétrino osilasyonlart daima kip dolanikligina sahiptirler.

Konkiiransa bagli fonksiyonun dolaniklik olusumuna esitligini veren (3.30) denklemi
burada kontrol edilebilir. Dolaniklik olusumuna esit olan konkiiransa bagh &E(C)

fonksiyonu denklem (3.31) ile verilir:

£(C) = h 1+V1-C2\ _ e +J1— 4P, P,
2 2
— _ 1+ Y, 1- 4'PsurPosc I 1+ vV 1- 4'I')surl')osc
2 g 2
5 1- \V 1- 4'Psurposc log i vV 1- 4R9urposc (4.37)
2 2
Daima P, + P)sc = 1 oldugu i¢in,
€(C)
_ _ Psur + Posc +1- 4’Psurposc lo Rsur + Posc +1- 4’Psurposc
2 & 2
_ Psur + Posc A 1- 4'Psurposc lo Psur + Posc A 1- 4'Psurl')osc (4 38)
2 & 2
ve yukarida verilen kosul dolayisiyla:
Psur2 + Posc2 + 2P Posc = 1 (4.39)

oldugundan yararlanilarak

Psur2 + Posc2 - 2PsurPosc =1- 4'PsurPosc

(4.40)
= 1 — 4Py Posc = (Psur - Posc)2

ifadesi elde edilir. Bu ifade €(C) fonksiyonunda yerine yazilarak fonksiyon

Psur + Posc + Psur - Posc) lOg (Psur + Posc + Psur - Posc)

E(C):_< 2 2
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. (Rs‘ur + Posc - (Psur - Posc)) log (Psur + Posc -

(Psur - Posc))
2 2

(4.41)

seklinde diizenlenir. €(C) fonksiyonunun yukarida elde edilen ifadesinde gerekli

sadelestirmeler yapildiginda

S(C) = _(Psur) log(Psur) - (Posc) log(Posc) (4-42)

oldugu bulunur. Bu sonucun (4.30) denkleminde elde edilen yogunluk matrisinin von
Neumann entropisine esit oldugu goriilmektedir. Buna gore, konkiiransa baglh &€(C)
fonksiyonu |v,(t)) durumunun dolaniklik olusumuna (E (Ju,(t)))) esittir. Dolayisiyla
(3.30) denklemi |v,(t)) durumu igin saglanir.

4.1.4 Teleportasyon sadakati ile dolaniklik 6l¢iimii

No6trino osilasyonlarinin iki ¢esnili hali i¢in kullanilabilecek bir baska oOl¢iim de

teleportasyon sadakatidir. (4.25) denklemi ile elde edilen TTT matrisinin 6zdegerleri;
up =1, Uy = uy = HUuq|?|Unp|” = 4Py Posc olduguna gore (3.41) denkleminden

yararlanilarak

N(,D) = (1 + 2 |Uaa|2|UaB|2 + 2 IUaallea,B|2>

2
=1+4 /|Uaa|2|uaﬁ| =144/ ParPosc

elde edilir. (4.43) denklemi (3.40) denkleminde kullanilarak nétrino osilasyonlarinin iki

(4.43)

¢esnili durum i¢in teleportasyon sadakati:

1 1 4 2
Fnaks = E (1 + § + § Psurposc) = § (1 + Rsurposc) (4.44)

olarak hesaplanir. Bu sonug gosteriyorki; (4.44) denkleminde elde edilen F,, s degeri
teleportasyon sadakatinin klasik degeri olan 2/3 den daima biiyiiktiir. Dolayisiyla iki

c¢esnili ndtrino osilasyonlart teleportasyona elverisli birer kuantum kanallardir.
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4.1.5 Geometrik diskort ile kuantum korelasyonlarin 6l¢iimii

Iki cesnili hal i¢in nétrino osilasyonlarmin dolaniklik haricindeki durumlari iginde
kuantum Kkorelasyonlar1 arastirilmak tizere kuantum diskortun analitik bir formu olan
geometrik diskort ol¢timii kullanilabilir. Denklem (3.54) de kullanilmak {izere X
vektoriintin Hilbert-Schmidt normu denklem (3.55) ‘e gore hesaplanmalidir.

X vektoriiniin bilesenleri; x,, = Tr(p(0,, ® I)) sekilde tanimlidir.O halde,

0
xX= 0 (4.45)
2 2
IUaal - |Ua[5’|

olduguna gore bu vektoriin hermitik eslenigi ile ¢arpimi;
>t 2 2
X X= (IUWI — |Ung| ) (4.46)

olacaktir. Bu durumda X vektoriiniin normu;

2
12112= (|UW|2 - |Uaﬁ|2) (4.47)

denklemine esittir. Denklem (3.54) de kullanilmak {izere elde edilmesi gereken
korelasyon matrisi ve hermitik eslenigiyle ¢arpimi denklem (4.25) ile verilmektedir. Bu

iki matrisin toplama:

s 1

Xxx +TT?
2
/4|Uaa|2|Uag| 0 0
2
— 0 41U || U] 0
2 2
0 0 1+ (1Uaal® = |Uag|")
4’PsurPosc 0 0
4.48
= 0 4’Psurposc 0 ( )
0 0 1+ (Psur - Posc)2
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>t

olarak bulunur. Denklem (3.54) deki A,qks; (xx +TTT) matrisinin en biiyiik

Ozdegeri olmak tizere; 4P, -Pysc < 1 oldugu igin denklem (4.48) deki matrisin en bilyiik
2
Ozdegerinin  Agps = 1+ (IUMI2 - |Uaﬁ|2) =14 (P — Psc)?  oldugu acikca

goriilmektedir. Bu baglamda, notrino osilasyonlarinin iki ¢esnili hali i¢in (4.12) denklemi

ile elde edilen p yogunluk matrisinin geometrik diskortu;

1 2
De(p) = 5| (1Waal? = [Vapl*)” + 1+ 81Uel?| g " ~ 1

2 8
- (IUaalz - |Uﬁ|2) ] = Zluaalzluaﬁlz

= 2Py Posc # 0 (4'49)

denklemine esittir. Daima osilasyon olasilig sifirdan farkli oldugundan (4.49) denklemi
sifira esit olamaz. Dolayisiyla, iki ¢esnili durum i¢in nétrino osilasyonlart dolanik olmasa

bile, geometrik diskort dl¢iimiine gore kuantum korelasyonlar igermektedir.
4.2 U¢ Cesni Durumlu Nétrino Osilasyonlari icin Kuantum Korelasyonlari

Ug cesnili hal i¢in nétrino osilasyonun zaman evrimi, denklem (2.20) ile verilen Upyys

matrisinin elemanlarina bagli olarak (2.37) denklemi ile asagidaki gibi (h=1 olmak tizere):

.. - Amg;
Pruvg = Sap — 42 R{Uak Up UsjUg;} sin TR
k>j
2

— |aa[>’ (t)l (4.50)

elde edilmistir. Burada a,gz(t) terimi;
Qo (t) = Z Ugi €~ F5 U, (4.51)

k

olup karesi notrino osilasyon olasiligina esittir. t = 0 aninda notrino ¢esni 6zdurumlart;

[ve) = 1) ® |0), ® |0); = [100),
(4.52)
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[v.) =10). ® [1), ® |0), = 010),
lv.) = 10), ® [0), ® |1), = [001)

olsun. Buna gore a = e, 4, T olmak iizere ¢esni 6zdurumlarinin zaman evrimi;
|¥(0))a = age(£)]100) + aq), (¢)|010) + a,.(t)|001) (4.53)

denklemiyle verilebilir. |¥(t)), durumununvon Neumann entropisi:

SA¥@©)e) == Y Tr(p;log py)
j

= —Tr(p. log p.) — Tr(p, log p,)
— Tr(p, log p,) (4.54)

denklemi ile p,, p, ve p; indirgenmis yogunluk matrislerine bagli olarak bulunur. p,,

Py Ve pr indirgenmis yogunluk matrisleri sirasiyla;

pe = TP ()P (D], = lage O I11X1] +

|2, (O] 10)(0] + lag: (£)1210)0] ,

Pu = TTer P ()P (D], = lage(t)I?]0X0] +

|2 (O] 11411 + lag: (©)1210)0] ,

pr = TP ()P (D], = lage(t)*]0)X0] +

2
|2 (O] 10)0] + lag: (D) 1211)(1] (4.55)
seklindedir. |¥(t)), saf durumunun yogunluk matrisi p, olmak iizere;

Pa =Pl O],
lage(®1? ez, (t) age(t)as(t)

= ate®aqu®  |agu®|"  aeu(®)a ()
Qe (D) Aae(O)aly(®)  lag(©)]? (4.56)

bicimindedir ve s6z konusu matris izi bire esit olma kosulunu saglamalidir. Buna gore
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2
Trpe = lage (O + |agu (O] + lag(DI* = 1
2
= |aau(t)| + Iaar(t)lz =1- Iaae(t)lz (4.57)

ve

Tr(pe logpe) = T (lage (111
+ (Jaa@”
+ g (£)12) 10)(0] ) log (lage (6)I2[1)(1]
+ (laq O] + lae®1?) l0X01))

= |aqe()|*loglage (O Tr(|1X(1])
+(1
— lage (O1?)10g(1 — laq.(O)]*) Tr(|0X0])

(4.58)

Diger iki ¢esni durumu icin de ayni bagintilar benzer bi¢cimde elde edilir. O halde,

|¥(t)), durumun entropisi:

SAP©)e) = = ) |ags(®)] 10g|aes (O]
B

- Z(l — |aap®[ 10g (1~ |ags®" (4.59)
B

denklemine esit olarak elde edilir. (4.59) denklemi ile elde edilen ifade Mathematica
programi yardimiyla c¢izdirildiginde sekil 4.4 ile verilen grafikler elde edilmektedir.
|¥(t)), durumunun a = e i¢in elektron notrinosunun, @ = u i¢in miion nétrinosunun
Ve a = T ig¢in tau nétrinosunun entropi grafikleri ¢izdirilerek farklari incelenmistir. Sekil
4.3 ile li¢ ¢esnili durum igin elektron nétrinosunun osilasyon ve bire boylandirilmig
entropi grafigi verilmistir. Notrino osilasyonlarinin entropi grafiklerinin minimum
degerleri hi¢bir noktada sifir degildir. Dolayisiyla von Neumann entropisi 6l¢iimiine gore
ti¢ ¢esnili hal igin notrino osilasyonlar1 dolaniktir. Buna ek olarak, elektron nétrinosunun
osilasyon yapma ve yasama olasiliklarinin esit oldugu degerlerde entropi maksimumdur.
Yasama olasiliginin maksimum oldugu ve osilasyon olasiligmin minimum oldugu

noktalarda entropi minimum degerini alir.
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0.75¢ ' ‘
— V=V, olasiligi
0.5¢ — Ve—>V,, olasiligl
|‘ ’ — VoV olasihgl
‘I' | | — entropi
0.25 ” h| | " '“
‘ I)J}" \.‘I\I
m ' = L/E (m/eV)
0 . T — 471
2 2

Sekil 4.3 Ug cesnili durum igin elektron nétrinosunun osilasyon ve bire boylandirilmis
entropi grafigi

Sekil 4.4’e gore elektron ndtrinosunun entropisi miion ve tau ndtrinolarinin entropilerine
gore daha kesin degerlere sahiptir ve miion ve tau nétrinolarinin entropilerinin anlik
degisimleri arasindaki farklar artmistir. Sekil 4.4.a grafiginde elektron ndtrinosunun
entropi egrisinin aldigi maksimum deger 1.9 civarindadir. Dolayisiyla, iki ¢esnili duruma
gore ¢esni entropisinin maksimum degeri artmistir. Miion ve tau nétrinolarinin entropi
egrilerinin de aldigi maksimum deger 1.9 civarindadir. Bununla beraber grafiklerde
incelenecek olan minimum degerlerin net goriilebilmesi amaciyla s6z konusu grafikler

iki periyot boyunca ¢izdirilmistir.
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1.5¢

—— V. entropisi
0.5

NI
=
m|;’_

! — L/E (m/eV)
3 ??’T 47T

— Vv, entropisi

oIt
=
ml;’_

. L L/E (m/eV)
3 n 47
2 2
(b)

— v, entropisi

= i o ! - - L/E (m/eV)
0 - n = 27 - 3 — 47T
2 2 2 2
()
grafikleri

Sekil 4.4.a. Elektron nétrinosunun, b. Miion nétrinosunun, €. Tau nétrinosunun entropi
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4.3 Steril Notrinonun da Hesaba Katildig1 Hal i¢in Notrino Osilasyonlariin

Kuantum Korelasyonlari

Bu kesimde 4.2 kesiminde (4.59) deklemi ile elde edilmis olan entropi ifadesi steril
notrinonun da dahil edildigi duruma genisletilerek s6z konusu durum igin nétrino
osilasyonlarinin dolaniklig1 incelenecektir. Bunun i¢in dordiincii ¢esni olarak steril
nétrino ve dordiincii kiitle 6zdurumu teoriye eklenecektir. 2.4 kesiminde elde edilen
U(axs) matrisiyle dort gesnili durum igin nétrino osilasyon olasiligi s6z konusu matris
elemanlarina bagli olarak «a,f =e,u,7,s , k=234 ve j=1,2,3 olacak sckilde

genisletilmistir. Buna gore, (4.53) denklemi ile verilen |¥(t)), durumu:

|9 (t))a = Aqe(t)[1000) + a4, (£)|0100) + a,.(¢)[0010)
+ ags(£)]0001) (4.60)

bi¢imini alir. |@(t)), durumunun von Neumann entropisi ise S =e,u,7,s olmak

uzere:
19@®)e) == ) |ags(®)[* 10g|aes (O]
g 2 2 (4.61)
= > (1 = Jaap(®])log (1 = |ags (O]
B
olacaktir.

Sekil 4.5’te dort ¢esnili durum i¢in elektron nétrinosunun osilasyon ve bire boylandirilmis
entropi grafigi verilmistir. Bu grafi§e gore elektron nétrinosunun osilasyon yapma ve
yasama olasiliklariin esit oldugu degerlerde entropi maksimumdur. Yasama olasiliginin
maksimum ve osilasyon olasiliklarinin minimum oldugu noktalarda entropi sifira
yaklagir. Bununla birlikte, osilasyon ve entropi genlikleri ile entropinin minimum ve
maksimum degerleri {i¢ ¢esnili duruma gore artmistir. Dolayisiyla entropinin minimum
degeri sifir noktasindan uzaklasmis olup dolaniklik ii¢ ¢esnili duruma gore artmustir.

Notrino osilasyonlarinin entropi grafiklerinin minimum degerleri hicbir noktada sifir

degildir. Von Neumann entropisine goére dort c¢esnili hal i¢in nétrino osilasyonlari
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dolaniktir.

N\ =

Il l\ ity

|.1 N !nl)ll m.m

i i

—— entropi

‘nll‘

o I g = s
2 2 2 2

L/E (m/eV)

3 5m 7

27T — 37T 47T

Sekil 4.5 Dort gesnili durumda elektron notrinosunun osilasyon ve bire boylandirilmig
entropi grafigi

(4.61) denklemi Mathematica programi yardimiyla ¢izdirildiginde sekil 4.6 ile verilen
grafikler elde edilmektedir. |@(t)), durumunun a = e igin elektron, a = u igin
miion, @« =7 i¢in tau ve a =s i¢in steril ndtrinonun entropi grafikleri sirasiyla
cizdirilerek farklari incelenmistir. Sekil 4.6.a ile verilen elektron ndtrinosunun grafigine
bakildiginda entropinin maksimum degerlerinin ikiyi astig1 (2.2 civarinda oldugu) ve
dolayisiyla ii¢ ¢esnili durum i¢in elektron nétrinosunun entropi degerinden biiyiik oldugu
goriilmektedir. Ayrica anlik degisimler ve kesinsizlikler ii¢ ¢esnili duruma goére daha
fazladir. Miion ve tau nétrinolarinin entropi grafiklerinin sonuglarinda da benzer farklar
goriilmektedir. Bununla beraber grafiklerde incelenecek olan minimum degerlerin net
goriilebilmesi amaciyla s6z konusu grafikler iki periyot boyunca ¢izdirilmistir. Sekil
4.6’da verilen grafiklere gore nétrino osilasyonlarinin entropi grafiklerinin minimum
degerleri hi¢bir noktada sifir degildir. Dolayisiyla von Neumann entropisine gore dort

cesnili hal i¢in ndtrino osilasyonlart dolaniktir.
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— V. entropisi

L/E (m/eV)

— v, entropisi

o
AP

= L/E (m/eV)
o o 47T
(b)

— v, entropisi

L/E (m/eV)

— Vs entropisi

NP

L/E (m/eV)
. 47T
(d)
Sekil 4.6.a. Elektron nétrinosunun, b. Miion nétrinosunun, €. Tau nétrinosunun, d. Steril
notrinonun entropi grafikleri
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5. SONUC

Standart Model’de kiitlesiz kabul edilen nétrinolar ¢ok kiiciik kiitlelere (~1MeV /c?)
sahiptirler ve ¢esni 6zdurumlari kiitle 6zdurumlarinin birer karisimidir. Bunun bir sonucu
olarak nétrinolar bir ¢esniden digerine kuantum mekaniksel salinim yapmaktadirlar.
Notrino osilasyonlarinin kuantum mekaniksel 6zelliklerinin daha iyi anlasilabilmesi

adina dolaniklik ve 6tesindeki kuantum korelasyonlar cinsinden ele alinmas1 miimkiindiir.

Bu ¢alismada 6ncelikle bir pargacik olarak nétrinonun tanitilmasinin ardindan iki gesnili,
ti¢ ¢esnili ve dort gesnili durumlarda nétrino osilasyonlart incelenmistir. Osilasyon
grafikleri Mathematica programi yardimiyla elde edilmistir. S6z konusu grafiklerde

alinan fiziksel parametreler notrino osilasyon deneyleri kisminda verilmistir.

Sekil 2.4’e gore li¢ ¢esnili hal icin elektron ndtrinosunun yasama olasiligi osilasyon
olasiliklarinin minimum oldugu noktalarda maksimum degerine ulasir. Elektron
noétrinosunun miion ndtrinosuna osilasyon olasiligl, tau noétrinosuna osilasyon
olasiligindan her noktada daha fazladir. Sekil 2.5’te gorildigi tizere elektron
ndtrinosunun steril ndtrinoya osilasyon olasiligi ¢ok diisiik olmasina ragmen miimkiindiir.
Elektron ndtrinosunun yagsama olasiligr miion ve tau ndtrinolarina osilasyon olasiligindan
diisiik degerler alirken higbir yerde steril nétrinoya osilasyon olasiligindan daha kiiciik
degerler almamustir. Ug ¢esnili duruma gore belirsizlikler ve anlik degisimler arasindaki

farklar dort ¢cesnili durum igin ¢izdirilen her egri i¢in artmistir.

Notrino osilasyonlarinin kip dolanikligint ve kuantum korelasyonlarini incelenmesine
gecilmeden 6nce kuantum mekaniginin bir 6zelligi olan dolaniklik kavrami tanitilmis ve
ardindan herbiri birer dolaniklik 6l¢iimii olan Bell-CHSH esitsizligi, von Neumann
entropisi, konkiirans ve teleportasyon sadakati kavramlar1 tanimlanmistir. Ayrica, bazi
ayrilabilir durumlarin kuantum korelasyonlarini arastirmak iizere kullanilan kuantum
diskort ve kuantum diskortun analitik bir formu olan geometrik diskort kavramlari

tanitilmistir.
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Son olarak nétrino osilasyonlari, kuantum korelasyonlar bi¢ciminde incelenmek {izere;
oncelikle no6trino osilasyonlari yalnizca ¢esni 6zdurumlarina bagl olarak elde edilmistir
ve yogunluk matrisi hesaplanmustir. Iki ¢esnili durumda nétrino osilasyonlarinin kip
dolanikligi Bell-CHSH esitsizligi ihlali, von Neumann entropisi, konkiirans ve

teleportasyon sadakati 6l¢iimleri ile aragtirilmustir.

Bell-CHSH esitsizliginin saf olmayan durumlar i¢in kullanilan bir formu olan (3.24)
denklemi ile iki ¢esnili durum i¢in ndtrino osilasyonlarmin Bell-CHSH esitsizligi
hesaplanmistir ve (4.26) denklemine gore s6z konusu esitsizligin ihlal edildigi

goriilmistiir. Bu sonuca gore iki ¢esnili durumda nétrino osilasyonlart dolaniktir.

iki ¢esnili durumda nétrino osilasyonlarmin von Neumann entropisi denklem (4.31) ile
elde edilmistir ve elektron nétrinosunun miion nétrinosuna osilasyon olasiligi ile bire
boylandirilmis entropi grafigi ¢izdirilmistir. Sekil 4.1 ile verilen bu grafige gore elektron
ndtrinosunun yasama olasiliginin maksimum oldugu noktalarda entropi minimum
degerlerini alirken, osilasyon yapma olasilig1 ile yasama olasiliginin birbirine esit oldugu
noktalarda entropi maksimumdur. Osilasyon olasiliginin yagsama olasiliginindan daha
biiyiik oldugu bolgede entropinin yasama olasiligina benzer bir egri ile azaldig: ve arttig1
goriilmektedir. Denklem (4.31) ile elde edilen iki gesnili durumlar igin nétrino
osilasyonlarinin von Neumann entropisi sekil 4.2 ile verilmistir. Buna gore, entropinin
maksimum degerinin yaklasik 1.4 oldugu goriilmektedir. Yasama olasiliginin bire,
osilasyon olasiligiin sifira esit olacagi bir durumda beklenildigi iizere entropide sifira
esit olacaktir. Deneysel verilere gore gercekte bdyle bir durum miimkiin olamayacagi igin
entropi hicbir yerde sifira esit degildir. Dolayisiyla, von Neumann entropisine gore iki

cesnili hal i¢in nétrino osilasyonlar1 dolaniktir.

Notrino osilasyonlarmin iki ¢esnili hali i¢in konkiirans maksimum degerini osilasyon
yapma olasilig1 ile yasama olasiliginin esit oldugu durumda alir. S6z konusu iki olasiligin
esit oldugu durumda sistem maksimum dolanik olacaktir. Ek olarak, (4.36) denklemine
gore konkiiransin sifira esit olmasi i¢in gerek ve yeter sart osilasyon olasiliginin sifira esit
olmasidir. Boyle bir durumda dolaniklik s6z konusu olmayacaktir. Ancak, nétrino

osilasyonlarinin deneysel verilerine gore boyle bir durum miimkiin degildir. Dolayisiyla
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konkiirans Ol¢limiine gore iki cesnili durum i¢in nétrino osilasyonlart daima kip

dolanikligina sahiptirler.

Konkiirans ve von Neumann entropisi 6lgiimleri kullanilarak dolaniklik olusumunun (ya
da von Neumann entropisinin), konkiiransa bagli E€(C) fonksiyonuna esitligi
arastirilmistir. Bu baglamda, iki ¢esnili hal i¢in nétrino osilasyonlarinin von Neumann
entropisi ve konkiirans dlgtimleri (3.30) denklemini dogrulamistir. Boylece, s6z konusu
Ol¢timlerin birbirleri cinsinden ifade edilebilecekleri, notrino osilasyonlarinin kip

dolanikligiyla test edilmistir.

Notrino osilasyonlarinin iki ¢esnili hali igin teleportasyon sadakati olgiimii (4.44)
denklemi ile elde edilmistir. Bu Olglime goére ndtrino osilasyonlarinin teleportasyon
sadakatinin alabilecegi maksimum deger, klasik kanallarin alabilecegi maksimum
degerden daima daha biiyiik olacaktir. Sonug olarak, iki ¢esnili hal ig¢in notrino

osilasyonlarinin teleportasyona elverisli birer kuantum kanallar olduklar goriilmiistiir.

Bazi aynlabilir durumlarin kuantum korelasyonlarmi 6lgmeye yarayan kuantum
diskortun analitik bir sekli olan geometrik diskort o6lgtimii kullanilarak nétrino
osilasyonlarinin iki ¢esnili halinin kuantum korelasyonlar1 incelenmistir. Denklem
(4.49)’tin sonucuna gore iki ¢esnili durumda nétrino osilasyonlari kuantum korelasyonlar

icermektedirler.

Ucg ¢esnili durum igin nétrino osilasyon olasiligi ve entropi hesaplar1 yapildiktan sonra
Mathematica programi yardimiyla grafikleri ¢izdirilerek incelenmistir. Ug ¢esnili durum
icin elektron ndtrinosunun osilasyon ve bire boylandirilmis entropi grafigi sekil 4.3 ile
verilmistir. Buna gore elektron nétrinosunun miion ve tau ndtrinolarina osilasyon
olasiliklar ile yagsama olasiliginin esit oldugu noktalarda entropi maksimum degerini alir.
Elektron nétrinosunun yasama olasiliginin maksimum oldugu noktalarda ise entropi
minimum degerlerini alir. Miion ve tau ndtrinolarina osilasyon olasiliklarinin yasama
olasiliginindan daha biiyiik oldugu bolgede entropinin yasama olasilig1 egrisine benzer
bir bigimde azaldig1 ve arttig1 goriilmektedir. Denklem (4.59) ile elde edilen ii¢ gesnili

durumlar igin nétrino osilasyonlarmin von Neumann entropi grafikleri Sekil 4.4 ile
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verilmistir. Buna gore, elektron notrinosunun entropisinin anlik degisimleri arasindaki
farklar diger gesnilerin entropilerine gére daha azdir. Miion nétrinosunun entropisinde
belirsizlikler artmaktadir. Tau nétrinosunun entropisinde ise belirsizlikler maksimumdur.
Ug ¢esni icinde entropinin gézlenen maksimum degeri aynidir ve 1.9 civarindadir. Benzer
sekilde minimum degerleride birbirlerine ¢ok yakin olup 0.008 civarindadir ve higbir
yerde sifira esit degildir. Bunun sonucu olarak, ii¢ ¢esnili durumda nétrino osilasyonlart

von Neumann entropisi 0l¢giimiine gére dolaniktir.

Dort ¢esnili durum igin elektron nétrinosunun osilasyon olasiligi ve bire boylandirilmis
entropi grafigi Mathematica programu ile gizdirilerek sekil 4.5 ile verilmistir. Dort gesnili
durumda elektron nétrinosunun miion, tau ve steril nétrinolarina osilasyon olasiliklari ile
elektron nétrinosunun yasama olasiliginin esit oldugu noktalarda iki ¢esnili ve ti¢ ¢esnili
durumlarda da oldugu gibi yine entropi maksimum degerini alir. Ayni sekilde, elektron
ndtrinosunun yasama olasiliginin maksimum oldugu noktalarda ise entropi minimum
degerlerini alir. Miion ve tau nétrinolarina osilasyon olasiliklarinin yasama olasiligindan
daha biiylik oldugu bdlgede entropinin yasama olasili1 egrisine benzer bir bigimde
azaldigi ve arttigi goriilmektedir. Steril nétrinoya osilasyon olasihigmin etkisiyle bu
azalma {i¢ ¢esnili durum igin elde edilen entropi grafigindeki azalmadan daha zayiftir.
Denklem (4.59) ile elde edilen ndtrino osilasyonlarinin von Neumann entropisi dort
cesnili durum i¢in genisletilerek elektron, miion, tau ve steril notrinolarmin entropi
grafikleri sekil 4.6 ile verilmistir. Buna gore, elektron ndtrinosunun entropisinin anlik
degisimleri arasindaki farklar diger ¢esnilerin entropilerine gore daha azdir. Sirasiyla her
bir ¢esnide belirsizlikler artmaktadir ve steril nétrinonun entropisinde ise maksimumdur.
Sekil 4.6 ‘ya gore elektron nétrinosunun entropisinin aldigr maksimum deger 2.2 ve
minimum deger 0.01 iken miion ndtrinosunun entropisinin maksimum degeri 2.25
civarindadir ve minimum degerlerinin de 0.05 oldugu goriilir. Tau ndtrinosunun
minimum ve maksimum degerleri de miion nétrinosuyla neredeyse aynidir. Ancak, steril
ndtrinonun entropisinin maksimum degeri 2.15 civarinda olup minimum degerlerinin de
yaklasik 0.01 oldugu goriiliir. Dort ¢esnininde entropisi hicbir yerde sifira esit degildir.
Dolayisiyla, dort ¢esnili durumda nétrino osilasyonlar: von Neumann entropisi 6l¢iimiine

gore dolaniktir.
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Iki gesnili, ii¢ cesnili ve dort gesnili durumlarda elektron nétrinosunun entropilerinin
maksimum degerleri sirasiyla 1.4, 1.9 ve 2.2 oldugu ve gesni sayisi arttikga entropinin
maksimum degerinin ve anlik degisimleri arasindaki farklarin arttig1 goriilmiistiir. Ayrica,
yine ¢esni sayisinin artmasiyla beraber osilasyon ve entropi genlikleri ile entropinin
minimum degerleri de artmistir. Bu sonuca gore kip dolanikliginin maksimum oldugu
durum; ¢esni sayisinin en fazla oldugu ve osilasyon ve yasama olasiliklarinin birbirine en

yakin degerlere sahip olduklari durumdur.
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EK 1 Grafiklerin Mathematica Kodlari'®

iki Cesnili Durumda Nétrino Osilasyon ve Entropi Grafikleri

(initial=1 i¢in elektron nétrinosunun osilasyon ve entropi grafikleri elde edilir.)

CS[z_]=Re[z]"2+Im[z]"2;

c12:=Cos[012];

s12:=Sin[012];

Pla_,B ,LoverE ,012 ,Ams12 ,inverted |=Block[{U,msl,ms2},
ms1=If[inverted,Ams12,0];
ms2=If[inverted,0,Ams12];
Ula_,b_]:=If[a==1,If[b==1,c12,If[b==2,512]],If[a==2,If[b==1,-512,If[b==2,c12 ]]]];
CS[Sum[Conjugate[U[a,i]] U[B,i] E~(-2 I ots If[i==1,ms1,If[i==2,ms2,-1]]

LoverE) {i,1,2}]11;

ots=1.2*10°;

012=33°;
Ams12=(0.0000737/m)°;
initial=1;

maxLE=2rm;

Plot[ {P[initial,1,LoverE,012,Ams12,False],P[initial,2,LoverE,012,Ams12,False]},{Love
rE,0,maxLE},PlotLegends->{"ve\[RightArrowJve olasilig1","ve\[RightArrow]v,
olasilig1","entropi"},PlotStyle->{ Directive [Blue],Directive [Red]},Ticks-
>{{0,Pi/2,Pi,3Pi/2,2Pi,5Pi/2,3Pi,7Pi/2,4Pi},{0,0.25,0.5,0.75,1} } ,AxesLabel->{"L/E
(m/eV)",""},PlotRange->{0,1},PlotPoints->500,BaseStyle->{FontSize-
>14%,ImageSize->500]

S=(Sum[-
P[initial,p,LoverE,012,Ams12,False]Log[P[initial,B,LoverE,012,Ams12,False]]-(1-
P[initial,,LoverE,012,Ams12,False])Log[(1-

P[initial,B,LoverE,012,Ams12 False])],{p,1,2}])

Plot[{S},{LoverE,0,maxLE},Ticks-
>{{0,Pi/2,Pi,3Pi/2,2Pi,5Pi/2,3Pi,7Pi/2,4Pi},{0,0.5,1,1.5,2} } ,AxesLabel->{"L/E
(m/eV)",""},PlotRange->{0,1.5},PlotPoints->500,BaseStyle->{FontSize-
>14%,ImageSize->500]
Plot[{P[initial,1,LoverE,012,Ams12,False],P[initial,2,LoverE,012,Ams12,False],Rescal

e[S,{0,1.4}{0,1}]},{LoverE,0,maxLE},PlotLegends->{"ve\[RightArrow]ve
olasilig1","ve\[RightArrow]v, olasiligt","entropi"},PlotStyle->{ Directive [Blue,Opacity

10 Verilen tiim grafiklerin kodlar1 Balazs Meszéna'nin Wolfram Demonstrations Project igin 2011 yilinda
hazirladigi ve 2015 yilinda http://en.wikipedia.org/wiki/Neutrino_oscillation sayfasinda yayinlanan kaynak
kodu degistirilerek ve gelistirilerek yazilmistir.
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[1],Dashed,Thickness  [0.0002]],Directive  [Red,Opacity  [1],Dashed,Thickness

[0.0002]],Directive [Green,Opacity [1],Thickness [0.002]]},Ticks-
>{{0,Pi/2,Pi,3Pi/2,2Pi,5Pi/2,3Pi,7Pi/2,4Pi},{0,0.25,0.5,0.75,1} } ,AxesLabel-
>{"L/E(m/eV)",""}, PlotRange->{0,1},PlotPoints->500,BaseStyle->{FontSize-

>14%,ImageSize->500]

Uc Cesnili Durumda Nétrino Osilasyon ve Entropi Grafikleri

(initial=1 igin elektron nétrinosunun, initial=2 i¢in miion notrinosunun, initial=3 igin

miion ndtrinosunun osilasyon ve entropi grafikleri elde edilir.)

CS[z_]=Re[z]"2+Im[z]"2;
c12:=Cos[012];c13:=Cos[013];c23:=Cos[023];
$12:=Sin[012];s13:=Sin[013];s23:=Sin[023];

Pla_,B_,LoverE ,6 ,012 ,623 ,013 ,Amsl12 ,Ams23 ,inverted |=Block[{U,msl,ms2,
ms3},

ms1=If[inverted,Ams23-Ams12,0];
ms2=If[inverted,Ams23,Ams12];
ms3=If[inverted,0,Ams12+Ams23];

Ula_,b_]:=If[a==1,1f[b==1,c13 c12,If[b==2,c13 s12,If[b==3,513 EA(-|
§)]1],Ifla==2,If[b==1,-c23 s12-s13 523 12 EA(I 8),[f[b==2,c23 c12-513 523 512 E/(I
§),1f[b==3,c13 s23]]],Ifla==3,If[b==1,523 s12-513 23 c12 EA(I 5),If[b==2,-s23 c12-s13
¢23 s12 EA(I 8),1f[b==3,c13 c23]1]]11:;

CS[Sum[Conjugate[U[a,i]] U[B,i] EA(-2 I ots If[i==1,ms1,If[i==2,ms2,If[i==3,ms3,-1]]]
LoverE),{i,1,3}1];

ots=1.2*10%;

623=40.7°;

012=33°;

0613=8.43°;

0=0;
Ams23=(0.00256/r)°;
Ams12=(0.0000737/m)°;
initial=1;

maxLE=4r;

Plot[ {P[initial,1,LoverE,5,012,023,013,Ams12,Ams23,False],P[initial,2,LoverE,5,012,0
23,013,Ams12,Ams23,False],P[initial,3,LoverE,5,012,623,013,Ams12,Ams23,False]},{
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LoverE,0,maxLE},Ticks-
>{{0,Pi/2,Pi,3Pi/2,2Pi,5Pi/2,3Pi,7Pi/2,4Pi},{0,0.25,0.5,0.75,1} } ,AxesLabel->{"L/E
(m/eV)",""},PlotRange->{0,1}PlotPoints->500,BaseStyle->{FontSize-
>14%,ImageSize->500]

S=(Sum[-
P[initial,,LoverE,5,012,023,013,Ams12,Ams23,False]Log[P[initial,,LoverE,5,012,623
,013,Ams12,Ams23,False]]-(1-
P[initial,,LoverE,5,012,023,013,Ams12,Ams23,False])Log|[(1-
P[initial,,LoverE,5,012,023,6013,Ams12,Ams23,False])],{B,1,3}])
Plot[{S},{LoverE,0,maxLE},Ticks-
>{{0,Pi/2,Pi,3Pi/2,2Pi,5Pi/2,3Pi,7Pi/2,4Pi},{0,0.5,1,1.5,2} } AxesLabel->{"L/E
(m/eV)",""},PlotRange->{0,2},PlotPoints->500,BaseStyle->{FontSize-
>14%,ImageSize->500]

Plot[{P[initial,1,LoverE,5,012,623,013,Ams12,Ams23, False],P[initial,2,LoverE,5,012,0
23,013,Ams12,Ams23,False],P[initial,3,LoverE,5,012,023,013,Ams12,Ams23,False],Re
scale[S,{0,1.9},{0,1}]}.{LoverE,0,maxLE},PlotLegends->{"ve\[RightArrow]ve
olasilig1","ve\[RightArrow]v, olasilig1","ve\[RightArrow]v: olasilig1","ve\[Right Arrow]vs
olasilig1","entropi"},PlotStyle->{ Directive [Blue,Opacity [1],Dotted, Thickness
[0.002]],Directive [Orange,Opacity [1],Dashed, Thickness [0.0002]],Directive
[Green,Opacity [1],DotDashed, Thickness [0.0002]],Directive [Red,Opacity

[1], Thickness [0.0002]]},Ticks-
>{{0,Pi/2,Pi,3Pi/2,2Pi,5Pi/2,3Pi,7Pi/2,4Pi},{0,0.25,0.5,0.75,1} } ,AxesLabel->{"L/E
(m/eV)","'}, PlotRange->{0,1},PlotPoints->500,BaseStyle->{FontSize-
>14%,ImageSize->500]

Dort Cesnili Durumda Nétrino Osilasyon ve Entropi Grafikleri

(initial=1 i¢in elektron nétrinosunun, initial=2 i¢in miion notrinosunun, initial=3 i¢in
miion nétrinosunun, initial=4 i¢in steril ndtrinonun osilasyon ve entropi grafikleri elde
edilir.)

CS[z_]=Re[z]"2+Im[z]"2;
€12:=Cos[012];c13:=Cos[013];c23:=Cos[023];c14:=Cos[014];c24:=Cos[024];c34:=Cos
[034];
s12:=Sin[012];s13:=Sin[013];s23:=Sin[023];s14:=Sin[014];524:=Sin[624];s34:=Sin[034
I;

Plo._,B ,LoverE ,613 ,614 ,0624 ,012 ,023 ,6013 ,014 ,024 ,034 ,Amsl2 ,Ams23 ,A
ms14_inverted ] = Block[{U,ms1,ms2,ms3,ms4},

ms1=If[inverted,Ams23-Ams12,0];

ms2=If[inverted,Ams23,Ams12];

ms3=If[inverted,0,Ams12+Ams23];

ms4=If[inverted,Ams14+Ams23-Ams12,Ams14];
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Ula_,b_]:=If[a==1,If[b==1,c13 c12 c14,If[b==2,c13 c14 s12,If[b==3,c14 s13 E(-I
013),If[b==4, s14 E~(-1 614)]111,
If[a==2,If[b==1,c24 (-c23 s12-c12 E~(1 613)s13 s23)-c12 c13 s14 s24 E~(I1 (614-
624)),
If[b==2,c24 (c12 c23-E"(1613) s12 s13 s23)-c13 s12 s14 s24 E~(I (514-5624)),
If[b==3,c13 c24 s23-E"(-1 (613+514-5624)) s13 s14 s24,If[b==4, c14 E"(-]
624)s24]]]],
If[a==3,If[b==1,c34 (-c12 ¢23 s13 E~(1 613)+s12 s23)-c12 c13 c24 E~(1514)s14
$34-EN(1 624)(-c23 s12-c12 EN(1 813)s13 s23) s24 s34,
If[b==2,c34 (-c23 E~(1 813)s12 s13-c12 s23)-c13 c24 E~(1614) s12 s14 s34-
EN(624)(c12 c23-EN(1613)s12 s13 s23) s24 s34,
If[b==3,c13 c23 c34-c24 EN(-1 (613-614))s13 s14 s34-c13 E/(1 624) s23 s24
s34,If[b==4, c14 c24 s34]]]],
If[a==4,1f[b==1,-c12 c13 c24 c34 E"(I 614)s14-c34 E~(I 624)(-c23 s12-c12 E*\(I
013) s13 s23) s24-(-c12 ¢23 EN(1613)s13+s12 s23) s34,
If[b==2,-c13 c24 ¢34 E"(1614) s12 s14-c34 EN(1624)(c12 ¢23-E~(1613) s12
5§13 523) s24-(-c23 E~(1613) s12 s13-c12 s23) s34,
If[b==3,-c24 c34 E"(1 (614-613))s13 s14-c13 ¢34 E~(I 624) s23 s24-c13 c23
s34,If[b==4, c14 c24 c34]]1111111;

CS[Sum[Conjugate[U[a,i]] U[B,1] EA(-2 | ots If[i==1,ms1,If[i==2,ms2,If[i==3,ms3
Af[i==4,ms4 -1]]]] LoverE) {i,1,4}11;

ots=1.2*106;
023=40.7°;
014=8.53°;

024=9.8°;
034=25.84°;
012=33°;

013=8.43°;

613=0;

014=0;

624=0;
Ams14=(0.93/m)°;
Ams23=(0.00256/m)°;
Ams12=(0.0000737/m)°;
initial=1;

maxLE=4r;

Plot[ {P[initial,1,LoverE,513,014,624,012,0623,013,014,624,034,Ams12,Ams23,Ams14,F
alse],P[initial,2,LoverE,513,614,624,012,023,013,014,024,034,Ams12,Ams23,Ams14,Fa
Ise],P[initial,3,LoverE,5613,614,624,012,023,013,014,0624,034,Ams12,Ams23,Ams14,Fal
se],P[initial,4,LoverE,613,014,624,012,023,013,014,624,034,Ams12,Ams23,Ams14,Fals
e]}.{LoverE,0,maxLE}, Ticks-
>{{0,Pi/2,Pi,3Pi/2,2Pi,5Pi/2,3Pi,7Pi/2,4Pi},{0,0.25,0.5,0.75,1} },AxesLabel->{"L/E
(m/eV)","} PlotRange->{0,1},PlotPoints->500,BaseStyle->{FontSize-
>14%,ImageSize->500]
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IS’[:iEl?tlJi:l],[[;,LoverE,S13,814,824,612,923,613,614,624,634,Amsl2,Am523,Amsl4,False] L
?g[initial,B,LoverE,Sl3,814,824,912,023,613,914,924,034,Ams12,Am523 ,Ams14,False]]
i’([li;litial,B,LoverE,S13,814,824,612,923,613,614,624,634,Ams12,AmsZ3,Amsl4,False])
Ifjﬁ?lg‘gila-l,B,LoverE,SB,S14,824,612,923,613,614,624,634,Ams12,AmsZ3,Amsl4,False])]

AR 1,43 1)
Plot[{S},{LoverE,0,maxLE},Ticks-

>{{0,Pi/2,Pi,3Pi/2,2Pi,5Pi/2,3Pi,7Pi/2,4Pi},{0,0.5,1,1.5,2} },AxesLabel->{"L/E
(m/eV)",""} ,PlotRange->{0,2.3},PlotPoints->500,BaseStyle->{FontSize-
>14%,1mageSize->500]

Plot[ {P[initial,1,LoverE,513,014,624,012,023,013,014,624,034,Ams12,Ams23,Ams14,F

alse],P[initial,2,LoverE,013,614,024,012,023,013,014,024,634,Ams12,Ams23,Ams14,Fa
Ise],P[initial,3,LoverE,513,014,624,012,623,013,014,024,034,Ams12,Ams23,Ams14,Fal
se],P[initial,4,LoverE,513,614,624,012,623,013,014,024,634,Ams12,Ams23,Ams14,Fals
e],Rescale[S,{0,2.2},{0,1}]}.{LoverE,0,maxLE} PlotLegends->{"ve\[RightArrow]ve
olasilig1","ve\[RightArrow]vy olasilig1","ve\[RightArrow]v: olasilig1","ve\[RightArrow]vs
olasilig1","entropi"},PlotStyle->{Directive [Blue,Dotted], Thickness[0.0002]}, Ticks-
>{{0,Pi/2,Pi,3Pi/2,2Pi,5Pi/2,3Pi,7Pi/2,4Pi},{0,0.25,0.5,0.75,1} } ,AxesLabel->{"L/E
(m/eV)",""} ,PlotRange->{0,1},PlotPoints->500,BaseStyle->{FontSize-
>14%,ImageSize->500]
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EK 2 Bell-CHSH esitsizligi hesabi

(3.20) denklemi elde edilmek iizere bilesik sistemin spin 6lglimiiniin beklenen degeri

asagidaki gibi
) 0
_ 1 _ cos®  sin® cos®’  sin®’ 1
(@ = 2 © 1 -10 [(sine —cose) ® (sine’ —cose')] -1 (2.1)
0
hesaplanir. Tensorel ¢carpim gergeklestirilerek
cosOcos®’  cosBsind’ sinBcosO’ sinBsind’
cosOsin®’ —cosBcos®’  sinBsin®’  —sinBOcosO’
sinBcos®’  sinBsin®’  —cosBcos®’ —cosOsind’ (2.2)
sinBsin®’ —sinBcos®’ —cosBHsin®’ cosOcosH’

matrisi elde edilir ve bilesik sistemin spin 6lgiimiiniin beklenen degeri:

(Q) = (V™ [WWe W)

) c0sBsin®’ — sinBcosH’
- _ —cosBcosB’ — sinBsinb’
2 © 1 10 sinBsin®’ + cosBcosH’

—sinBcosO’ + cosOsind’

[—cosBcosd’ — sinBsind’

N =

+

N\

—1)(sinBsin®’ + cosOcos’)]

(2.3)
= —[cosBcosO’ + sinBsin®’'] = —cos(6 — 6")

olarak elde edilir.

84



EK 3 Von Neumann entropisi hesabi

p = 2i(A) lu)(u;| ve (u;lug) = 6 olmak tizere (3.28) denklemi asagidaki sekilde
hesaplanir:

log, p == ) (log, A lug)(u] (3.)

oldugu kullanilarak p operatoriiniin von Neumann entropisinin;

$o) = =Tr| (D G el ) (Y Qoga 40 ludau )|

= _z_kuk)aogz 2) Trllue e lug)ugl]
= Z_k(ﬂk)(logz Ai) Trllwge)u;l 6]
- _Zkuk)aogz Ae) Tl ) (uel]

== ()02 1) Cuelu) == > 2y loga A 32
k k

ifadesine esit oldugu bulunur.
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EK 4 Korelasyon Matrisinin ¢cikartihsinda kullanilan matrisler

Korelasyon matrisi T’nin elemanlar1 hesaplanirken kullanilan Pauli matrislerinin tensorel

carpimlari:
00 0 1 0 0 0 -1
o 0 1 0 o 0o 1 o
100 0 1 0 0 0
0 0 1 0 00 0 -1
{0 0 o0 -1 fo 0o -1 o0
n®ai=|1 o o o ®®a=i, 1 o o)
0 -1 0 0 10 0 0
0 0 0 —1 0 0 -1 0
[0 01 o0 ~fo 0o o0 1
2Q00=| 4 1 ¢ o) 2®u=i o o of
100 0 0 -1 0 0
01 0 0 0 -1 0 0
{10 0 o0 (1 0 0o o
3=\ ¢ o 1) BBy o o _1)
00 -1 0 0 0 1 0
1 0 0 0
0 -1 0 0
03 ® o3 =
0 0 -1 0 4.1)
0o 0 0 1
bigimindedir.
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EK 5 indirgenmis yogunluk matrislerinin elde edilisi

(4.12) denklemi ile verilen p matrisinin indirgenmis yogunluk matrisleri p, Ve pg

asagidaki sekilde elde edilir:

Denklem (4.4) ile verilen |v,(t)) durumunun yogunluk islemcisi:

P = |Uaq|?[10)X10] + UpgqUqap|10)01] + UzoUqap|01)(10]
, (5.1)
+ |Uqp| 101)(01]

bigimindedir. Bilesik sistemin durumu olan p’nun indirgenmis yogunluk matrisleri (3.7)
ve (3.8) denklemleriyle bulunur. S6z konusu denklemler ile;
pa = Trplp]l = [Uaa|*11{1] T[10)0I] + UnqUggl 101 Tr[|0X1]]

+ UgaUaplOX(1| Tr{I1)O1] + [Ugg| "10)0] Tr{I1)(1]
= |Ugal*1141] (010) + Uyq Ugpl1X0] (1]0)

+ UsaUaplOX1] (011) + |Ugg|“10)O1(1] 1)

= |Uaal211X(1] + |Uqp|’10)0] (5.2)
ve

pp = Tralp] = |Usq|? TrIIILITIONO] + UgqUgg TrlI1X01]10X1]
+ UgaUap TrIIONLIILNO] + [Ung|” TrII0XOI11)(1]
= |Uga|*(1I1)0X0] + UnqUgp(011)10X1]

+ Ul Uag(110)1)0] + |Ugg|(010)I1)(1]

= |Uqal? 10X0] + |Uqp|* 111 (5.3)

indirgenmis yogunluk matrisleri elde edilir.
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EK 6 Konkiirans ifadesinin saf durumlar icin tiiretilisi

Konkiiransin saf durumlar i¢in tanimi olan (3.33) denklemi:
C(p) =inf ) pic %) = infC(I¥)) = C(1¥)) = |(¥]7) (6.0

seklindedir. (4.5) denklemi ile tanimlanan |v,(t)) durumunu:

0
Una(t)
Ve (1)) = Una (D) Va) + Ugp(D)|vg) = UZZ(t) (6.2)
0
olup bu durumun spin flip durumu:
0 0 0 -1 0
—— ; 0 0 1 0 |[Ua®
e®) = (@ @@ ={ o 1 o o ||uiao
-1 0 0 O 0
0
Ugp(8) (6.3)
Uga(t)
0

bigiminde elde edilir. Buna goére |v,(t)) durumunun konkiiransi ((va(t)h/pav(t)) =

2Usa (U5 (1) ve (v (D) |V (D)) = 2Uqq(£)Uqg (t) olmak uzere):

CVa®N = [(va @7l = (@D (07 D)

= J4|Uaa|2|UaB|2 = 21/|Uaa|2|Uaﬁ|2 = 2/ Py Pose (64)

olarak bulunur. Bu sonuca gore iki ¢esnili durumda nétrino osilasyonlarinin konkiiransi

saf |v,(t)) durumuile de hesaplanabilir. Ancak daha genel ve 6lgiilebilir bir hal olan saf

olmayan drurum i¢in 6l¢iim gergeklestirilmistir.
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