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ONSOZ
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OZET

Augustin bilgi Ol¢iileri ve bunlarin kanal kodlamasi problemindeki optimal performans: karak-

terize etmekte kullanimi dort problem {izerinden incelenmistir.

Memoryless kanallarda constant composition kodlar i¢in kodun empirik dagilimimin mutual in-
formationi1 kodun hizindan yiiksek oldugu durumlarda rafine kiire sikigtirma siir ispatlanmigtir.
Ispat farkli codeswordlere karsilik gelen output dagilimlar ile Augustin ortalamasinin carpim ile
elde edilen output dagilimi arasindaki hypothesis testing problemi icin egiklik parametresinin ko-
dun haberlegsme hizi tarafindan belirlenen bir degerinde Berry-Esseen teoreminin kullanilmas: fikrine
dayanmaktadir. Yontemde kiigiik degigiklikler yaparak rafine kiire sikigtirma sinir1 Renyi-simetrik

kanallar ve Gauss kanallar: i¢in de ispatlanmigtir.

Memoryless kanallarda constant composition kodlar i¢in kodun empirik dagiliminin mutual in-
formation1 kodun hizindan digiik oldugu durumlarda daha 6nce bilinen tiim sonuglar: iyilegtiren
bir rafine strong converse smiri ispatlanmigtir. Kiigiik degisikliklerle rafine strong converse siniri

Renyi-simetrik kanallarda ve Gauss kanallarda da ispatlanabilmektedir.

Alicida kanal durum bilgisi olan hizli séntimlii kanallar i¢in séniimlii kanalin egik kanalinin
egik bir kanal durum dagilimi ile verili bir kanal durumunun egik kanalinin ¢arpimi olarak ifade

edilebilmesi ic¢in gerekli ve yeterli olan bir kosul belirlendi.

Input dagilimi ve kanal ile ilgili sikca kullanilan tiim continuous modellerce saglanan hipotezler
altinda Augustin ortalamasinin varligi ve tekligi kamitlandi, Augustin ortalamasi Augustin opera-

torliniin sabit nokta olarak karakterize edildi.

Anahtar kelimeler: Augustin bilgisi, Augustin ortalamasi, Augustin kapasitesi, Augustin
merkezi, kiire sikigtirma siniri, sphere packing iissii, stong converse siniri, stong converse iissii,

error exponent, bilgi olgiileri, bit hata orani, hata diizelten kodlar.
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ABSTRACT

Augustin information measures and their use in characterizing the performance of optimal perfor-

mance in channel coding problem is investigated through four problems.

For constant composition codes on stationary memoryless channels with a rate less than the mutual
information of corresponding to the composition of the codes a refined sphere packing bound is
derived. Derivation employs the Berry-Esseen theorem in the hypothesis testing problem between
the output distribution corresponding to different codeswords and the product distribution corre-
sponding to the Augustin mean, at a tilting parameter value determined by the rate of the code.
With minor modifications refined sphere packing bounds are derived for codes on Renyi—symmetric

channels and Gaussian channels.

For constant composition codes on stationary memoryless channels with a rate greater than the
mutual information of corresponding to the composition of the codes a refined strong converse
bound is derived, which improves up on all the previously known results. With minor modifications
refined strong converse bounds can be derived for codes on Renyi—symmetric channels and Gaussian

channels.

For fast fading channels with channel state information at the receiver a necessary and sufficient
condition is determined for the tilted channel of the fading channel be the product of a tilted

distribution of the channel state and the tilted channel corresponding to the given channel state.

The existence of a unique Augustin mean is proved and it is characterized as fixed point of the
Augustin operator under rather mild hypothesis on input measures and channels that are satisfied

by all of the commonly used continuous models.

Keywords: Augustin information, Augustin mean, Augustin capacity, Augustin center, sphere
packing bound, sphere packing exponent, stong converse bound, stong converse exponent, error

exponent, information measures, bit error rate, error correcting codes.
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1 GIRIS

Sayisal haberlesme problemi ile ilgili en temel iki kavram her hangi bir kaynagin entropisi ve bu
kaynagin iletilecegi kanalin kapasitesidir. Kaynagin entorisi, kaynagin iirettigi sembollerin bir cogunu
birden sayisal olarak ifade etmek istedigimizde her bir kaynak sembdli icin ihtiya¢ duyacagimiz
ortalama ikili basamak sayisini anlatir, bkz. Shannon (1948). Kanalin kapasitesi ise kanalin bir gok
kullanimini koordine ederek ikili basamaklar: iletirken hata olasiligini bize verilecek herhangi bir
seviyenin altina diigiirebilecek oldugumuz durumda her bir kanal kullaniminda iletebilecegimiz en

yiiksek ikili basamak sayisini anlatir, bkz. Shannon (1948).

Kanal kapasitesi ve kaynak entropisi kavramlar: bir mithendislik problemi olarak haberlesmenin,
sayisal haberlesme sistemleri kullanilarak ¢6ziillmesine katki sagladiklar: gibi, tasarim ile ilgili tercih-
lerde de gosterici olmaya devam etmektedirler. Fakat hata olasiligi ile ve gecikme ile ilgili ihtiyaclarin
asimptotik olarak giderilmesi her durumda kabul edilebilir olmamaktadir. Bu durumda verili bir
hata olasilig1 seviyesi ve gecikme icin kanal kullanimi bagina iletilebilecek en yiiksek ikili basammak
sayisini hesaplamak icin yaygin olarak kullanilan yontem mutual information random variable’a
normal approximation uygulamaktir, bkz. Strassen (1962); Hayashi (2009); Polyanskiy vd. (2010);
Tomamichel & Tan (2013); Moulin (2017).

Kanal kodlamasi probleminde her bir kanal kullaniminda iletilebilecek ikili basamak sayisini
belirlemenin yaninda, sikga ¢alisilan bagka bir klasik problem de sabit bir hizda —her bir kanal
kullaniminda iletilecek ikili basamak sayisi sabit oldugunda— hata olasiliginin gecikme, yani blok
uzunlugu, ile iissel azalma hizinin, yani error exponentin belirlenmesidir. Kanal kapasitesinin altin-
daki tiim hizlarda error exponent: karakterize etmek hala ¢oziilememis bir problemdir; ama pratik
olarak onemli bir ¢ok kanalda belirli bir kitik hiz degeri R..; ile kanal kapasitesi arasindaki tiim
hizlarda error exponent degeri bilinmektedir, bkz. Gallager (1965); Shannon vd. (1967a,b); Haroutu-
nian (1968).

Kanal kapasitesi ile ilgili problemlerde mutual information random variable’a normal approxima-
tion uygulayarak elde edilen sonuclara benzer bir gekilde error exponent sonuglarini da iyilestirmek
mimkiindiir. Fakat bu iyilegtirmeler ya kanala 6zel degiskenler cinsinden sunulmus ve ispatlanmigtir
Elias (1955); Shannon (1959); Dobrushin (1962); yada Gallager fonksiyonlar1 veya Haroutunian for-
miilasyonu tiiriinden ifade edilmigtir, Altug & Wagner (2014b,a, 2021). Hata olasilig1 ve gecikme ile
ilgili kisitlarin daha giiglii oldugu durumda error exponent sonuglarinin iyilestirilmeleri ile elde edilen
sonuclar, mutual information random variable’a normal approximation uygulayarak elde edilen-

lerden daha dogru bir gekilde optimal performansi 6ngorebilmektedir. Sekil 1’de binary simetrik
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kanalda belirli bir hata olasiliginda erisilebilecek hizlara dair sonlu optimizasyon problemlerinin
sayisal ¢oziimleri ile elde edilmis sinirla ile birlikte normal approximationt mutual information ran-

dom variable’a ve error exponent hesaplarina uygulayarak elde edilebilecek kestirimler sunulmakta.
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Sekil 1: Gegis olasihigr (crossover probabilitysi) 6 = 0.11 olan Binary simetrik kanalda (BSC)
Pe = 107° hata olasiligi ile ulagilabilecek hiza dair smirlar ve farkli metodlar ile Sngériilen degerler.

Bu projedeki amaclarimizdan biri bu tiir iyilestirmelerin yapilabilecegi bir cerceveyi Augustin
bilgisini kullanarak onermektir. Bu gergeve bize daha 6nce elde edilmig sonuglar: ayni yaklagimin
farkli problemlerdeki ifadeleri olarak gérme imkani saglayacagi gibi yeni sonuclar elde etmemize de
imkan verecek. Ornegin Augustin bilgisine dayanarak 6nerdigimiz bu ¢erceve bize kanal kapasitesinin
iizerindeki haberlesme hizlarinda hata olasiliginin bire yaklagsma hizinin subexponential terimini

iyilestirme imkan1 da verecek.

Augustin bilgi 6lgiilerinin kanal kodlarinin performansimi karakterize etmekte oynadigi kritik
rolii dikkate alarak sonlimli kanallarda ve bir takim soyut kanallarda Augustin bilgi Ol¢iilerinin

karakterize edilmesine dair daha 6nce tartigilmamig bir takim teknik problemleri de inceleyecegiz.
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2 LITERATUR OZETI

Kiire sikigtirma simir1 (KSS/The Sphere Packing Bound), noktadan noktaya iletisim saglayan
kodlarin hata olasihiginin blok uzunlugu ile en fazla {issel olarak azalabilecegini ve bu iissiin Kiire
Sikistirma Ussiinden (KSU’den/ Shere Packing Exponent’dan) daha biiyiik olamayacagini gosterir,
bkz Shannon vd. (1967a). Rassal kodlama simir1 (RKS) kanal kapasitesinin altindaki tiim hizlarda
hiza bagh olarak degisen Rassal Kodlama Ussiiniin (RSU /Random Coding Exponent) erisilebile-
cegini gosterir, bkz Gallager (1965). Bir ¢ok kanalda KSU ile RSU, kanal tarafindan belirlenen bir
kritik hizdan daha biiyiik tiim hizlarda birbirlerine egittirler.

Gallager (1965) rassal kodlama sinirimi pratik sistemlerin bir ¢ogu i¢in gegerli olan smirh kab-
uller altinda ispatlamigtir. Bu sonuca kargilik gelen imkansizlik sonucunun, yani KSS’'nin, sonlu girdi
kiimeleri olan duragan kanallar i¢cin Shannon vd. (1967a); Haroutunian (1968) ve giiriiltii modeli
verilen bazi 6zel kanallar igin Shannon (1959); Ebert (1966); Richters (1967); Wyner (1988); yapilan
ispatlar1 yaygin sekilde bilinmektedir. Augustin (1969) KSS’yi ¢arpim kanallarinda kanalin duragan
veya sonlu girdi kiimeli oldugunu kabul etmeden (possibly non-stationary product channels with ar-
bitrary input sets) ve Augustin (1978) KSS’yi maliyet kisith belleksiz kanallarda (cost constrained
memoryless channels), maliyet iglevini simirli (bounded cost function) kabul ederek ispatlamigtir.
Nakiboglu (2019a, 2020b) bu sonuglar1 ikincil hata terimlerini iyilegtirerek modern jargon ile sun-
mugtur. Bounded cost function hipotezi karesel maliyet iglevi sinirli olmadigr igin Shannon (1959);
Ebert (1966); Richters (1967)’de incelenen gesitli Gauss kanallarda gegerli degildir. KSS’yi maliyet
kisith belleksiz kanallarda sinirh maliyet iglevi kabuliinii yapmadan ispatlayan ilk ¢aligma Nakiboglu
(2020b).

Gallager (1965)’de RSU ve Shannon vd. (1967a)’de KSU, Gallager fonksiyonlari cinsinden ifade
edilmigtir. Gallager (1965) Gaussian kanal gibi maliyet kisith (cost constrained) kanallarda Gal-
lager fonksiyonlarini standard olmayan bir Lagrange multiplier metodu ile modifiye etmistir. ve
bu sekilde elde edilen RSU’niin Shannon (1959)un Gaussian kanallar icin elde ettigi RSU’ye esit
oldugunu gostermis. Ebert (1966) ¢ok girdili ve ¢ok ¢iktili Gaussian kanallarda, Richters (1967) ise
non-coherent hizl séniimlii Gaussian kanallarda RSUniin ve KSUniin bu sekilde elde edilebilecegini
gostermigtir. Gallager (1965)'in tarif ettigi Lagrange multiplier tekniginin dogru uygulandigi her
durumda elde edilebilecek en iyi RSU’yii verecegini sdyleyebilmemiz ise ancak Nakiboglu (2019a)’da
Augustin—Legendre kapasitesi ile Renyi—Gallager kapastesinin bir birine egit oldugunun ispatlanmasi
ve Nakiboglu (2020b)’de KSS’nin constrained Augustin kapasite cinsinden ifade edilerek ispatlan-

masindan sonra olmustur.
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Gallager (1965) ve Shannon vd. (1967a)’den baglayarak RSU ve KSUniin ifade edilmelerinde
tercih edilen ara¢ Gallager fonksitonlar1 — veya onlara 6zdeg olan Renyi bilgi olgiileri Sibson
(1969); Nakiboglu (2019b) — olmugtur. Fakat Augustin (1978)’nin bounded cost fonksiyonlar
i¢in, Nakiboglu (2020b)’nin hem unbounded cost fonksiyonlarmda hem de empriki dagilim {iz-
erindeki convex constraintler i¢in gosterdigi iizere, Gallager fonksiyonlar1 yerine Augustin bilgi 6lgii-
leri ile cahisildiginda constrained durumlarda RSU ve KSU’yii hesaplamak icin yapilmas: gereken
tek degisiklik kod tizerindeki constrainti Augustin kapasiteyi tanimlayan optimizasyon problemine
uygulamaktir.! Bu sekilde hem KSU ve RSU’niin tanimlar1 Lagrange multiplierlardan armdirilarak
sadelesmektedir, bkz Nakiboglu (2020b). Baz1 durumlarda KSS ve RKS’nin ispatlar1 da daha sade
bir hal almaktadir.

RKS'nin Gallager (1965)’de ve KSS’nin Shannon vd. (1967a); Haroutunian (1968); Augustin
(1969)’de sunulan genel ispatlarindan 6nce Elias (1955), Shannon (1959), ve Dobrushin (1962) baz
0zel kanal modellerini incelemisler ve hata olasiliginin blok uzunlugu ile azalisinda sadece {issel
fonksiyonda blok uzunlugunun carpani olan sabiti, yani RKU’yii ve KSU’yii, belirlemekle kalmayip
bu tssel fonksiyonun ¢apani olan fonksiyonunda blok uzunlugunun hiza bagh bir kuvveti olarak be-
lirlemiglerdir. Bu kuvvet KSU’niin haberlesme hizina gore tiirevi cinsinden ifade edilebilmektedir.
Bu gozlemlerin erigilebilirlik kismi rafine RKS olarak adlandirilabilir ve Altug & Wagner (2014a)’de
daha genel olarak ispatlanmigtir. Bu sonuglarin imkansizlik kismi rafine KSS olarak adlandirilir ve
constant composition kodlar i¢in Altug & Wagner (2014b)’de Bahadur & Rao (1960)"1 kullanarak
ispatlanmigtir. Vazquez-Vilar (2021) Gaussian kanallar i¢in benzer sonuglari Augustin ortalamasi
kavrami yardimiyla ve eyer noktasi yaklagimin kullanarak ispatlamigtir. Bahadur & Rao (1960)
ve eyer noktasi yaklagimina kiyasla daha miitevazi bir arag olan Berry-Esseen teoremini kullanarak
rafine KSS’nin elde edilmesi bu projenin temel amaclarindan biridir. Eyer noktati yaklagimi ve
Bahadur & Rao (1960), kullamlarak elde edelen sonuglarin sadece blok uzunlugu cinsinden expo-
nenti ve onun ¢arpani olan blok uzunlugunun kuvvetini degil bunlar1 bagindaki sabiti de belirlemesi
beklenmektedir, Vazquez-Vilar (2021)’de oldugu iizere.

Wolfowitz (1957)’de kanal kapasitesinden yiiksek olan hizlarda hata olasiiginin bire yaklagtigi,
Arimoto (1973)’de halicinin gonderilen mesaji hatasiz olarak belirleme olasiginin blok uzunlugu ile
tissel olarak azaldig1 ispatlanmigtir. Arimoto (1973)’de sunulan sonucu daha sade ispatlar1 Augustin
(1978) ve Sheverdyaev (1982)’de sunulmustur. Arimoto (1973) da belirlenen imkansizlik sonucu
ile uyumlu bir erisilebilirlik sonucu Dueck & Korner (1979) tarfindan sunul ve discrete memoryless
kanallarin strong converse exponenti belirlenmigtir. Strong converse exponent Gaussian kanallar

icin Oohama (2017)’da, constant composition kodlar i¢in Mosonyi & Ogawa (2021)’da belirlen-

'Bu gézlem yakin zamanda Verda (2021) tarafindan da yapilmigtir.
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migtir. KSS’de oldugu gibi strong converse sonuglarinda da Berry-Esseen teoremini ve Augsutin

bilgi dlgiilerini kullanarak bir iyilestirme yapmak bu projenin bir diger amacidir.

Bir kanal icin KSS’yi ispatlamak ve KSU’yii hesaplamak cogu zaman birlikte ¢oziilen ve bir biri
ile alakali fakat bir birinden ayr1 problemlerdir. Nakiboglu (2020b) KSS’yi pratik sistemlerin bir
¢ogu igin gegerli olan siirh kabuller altinda ispatlamigtir ve bu yonii ile KSS i¢in Gallager (1965)’in
rassal kodlama siniri igin yaptigin yapmustir. Fakat Nakiboglu (2020b) sadece iki 6zel kanal modeli
icin daha once de bilinen KSU ifadelerini —aciklayic1 érnekler olarak— tekrar tiiretmistir. Uygu-
lamada karsilagilan bir ¢ok kanal icin KSU’niin ne oldugunu hesaplamak ve hata olasiligmin blok
uzunlugu ile azahgimi belirlemek, hem (en iyi haberlesme sistemlerinin performanslarini niteledigi
i¢in) pratik olarak anlamli hem de kuramsal olarak énemli problemlerdir. Alicida kanal durum bil-
gisinin oldugu hizh séniimlii kanallar sikga kullanilan ve hem Nakiboglu (2020b) hem de Gallager
(1965)’in hipotezlerini saglayan kanallardir. Bu tiir soniimlii kanallarim da Augstin bilgi olgiileri ile
verili kanal durum bilgisiyle elde edilen bilesen kanallarin Augustin bilgi Olgiileri arasindaki iligkileri
inceleyerek, en azindan baz1 modeller icin KSU ve RKU icin yeni parametrik ifadeler elde etmek ve
bu ifadeler yardimiyla soniimlenmenin kanal kodlamasi problemi {izeriindeki etkisini iizerinde yeni

niteliksel gozlemler yapabilmek projenin amagclar: arasindadir.

Augustin (1978) Augustin bilgisi ve Augustin ortalamasi kavramlarini input dagilimimin sadece
sonlu sayida noktada pozitif olan probability mass fonksiyonu oldugu durumlar i¢in tanimlamigtir.
Nakiboglu (2019a)’de Augustin bilgisinin daha genel input dagilmlar: igin de tanimlanabilecegini
ve bu daha genel tammlar i¢in elde edilen Augustin kapasitesinin ve Augustin merkezinin sadece
sonlu sayida noktada pozitif olan probability mass fonksiyonlar: igin elde edilenler ile ayni oldugunu
ispatlamigtir. Fakat Nakiboglu (2019a)’da Augustin ortalamasimin Augustin operatoriiniin sabit
noktas1 olarak karakterize edilmesi gibi sonuglar sadece input dagiliminin sonlu sayida noktada
pozitif olan bir probability mass fonksiyonu oldugu durumlar i¢in ve Gaussian kanallarda Gaussian
input dagilimlar igin ispatlanmigtir. Verda (2021) Augustin ortalamasini Augustin operatoriiniin
sabit noktasi olarak tanimlayabilecegini iddea etmigtir, ama bdyle bir sabit noktanin varligi mevzu
bahis soyut modelde bir tanim degil ispatlanmasi gereken bir savdir. Augustin ortalamasinin varligi,
tekligi, ve Augustin operatoriiniin sabit noktasi olarak karakterize edilmesi projenin bir diger temel

amacidir.
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3 GEREC VE YONTEM

Sonuglar1 ve tanimlar1 bir belirsizlige neden olmadan anlatabilmek igin sikga kullanacagimiz
bazi terimleri tanimlayarak baglamakata fayda var. Sonsuz elemana sahip olabilecek bir X kiimesi
iizerinde sadece sonlu sayida noktaya pozitif bir olasilik atayan olasilik kiitle fonksiyonlarindan
olusan kiimeyi P(X) ile gosterecegiz. (X, X') measuable uzayindaki tiim olasilik measurelarim P(X),
tiim sonlu measurelan ise M+(X ) ile gosterecegiz. Eger v(€) = 0 olan tiim & € X’ler i¢in aym
zamanda w(€) = 0 saglaniyorsa, v, w igin bir referans measureidir. Bu iligki w<v ile gosterilir.

w ~ v iligkisi ancak ve ancak hem w—<v hem de v<w dogru oldugunda gegerlidir.

3.1 Augustin Bilgi Olgiileri ve Exponent Fonksiyonlar:
3.1.1 Renyi Divergence

Aym measurable uzay (Y,))’da tanmimh iki olasihik dagilmi w ve ¢ arasimndaki Renyi divergence

herhangi bir pozitif derece « igin su sekilde tanimlanir:

“Loln [ (d9)e(d9yi-ady if a € (0,1) U (1, 00)

a—1

Do(w] q):=
/i‘;’[ln?ﬁ’—lngg}dl/ fa=1

burada v, hem w hem de ¢ igin ortak bir referans measureidir, yani hem w<v hem de ¢<v saglan-

maktadir.

Conditional Renyi divergence ise p € P(X), W : X = P(Y), Q : X — P(Y), ve a € R+ igin

Da(W| Qlp):=)_ p(x)Da(W(2)|| Q(x)),

seklinde tammlanir. Eger tim z degerleri i¢in Q(z) = ¢ dogruysa conditional renyi divergence
D, (W Q| p) yerine Do(W || q| p) kullamlarak da gosterilir.

W ve @Qnin (X, X)’den (Y,))’a prabability kernelleri oldugu durumda, yani W, @ € P(Y|X)
oldugunda, conditional Renyi divergence p € P(X) i¢in de benzer gekilde tanimlanir, bkz. Nakiboglu
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(2019a).

Da(W| Q| p):= / Da(W ()] Q(2)) p(dz).

3.1.2 Augustin Bilgisi, Ortlamasi1, Kapasitesi, ve Merkezi

Augustin (1978); Csiszar (1995); Nakiboglu (2019a)’da herhangi bir kanal W : X — P(Y), input
dagilimi p € P(X), ve o € R+ igin Augustin bilgisi I, (p; W) su sekilde tanimlanir,

L (p; W):=inf jcpyy Do (Wl q] p) -

Bu infimum degerine erigebilen sadece bir olasilik dagilimi vardir. Bu olasilik dagilimina Augustin

ortlamasi denir ve Augustin ortalamasi ¢, ile gosterilir, bkz. Nakiboglu (2019a):
Ia®@; W) = Da(W|| gap| p) - (1)
Herhangi bir A C P(X) igin Augustin kapasitesi su sekilde tanimlanir:
Cop:= SUP e I.(p; W).
Augustin bilgisi ve kapasitesi tanimlarmin bir sonucu olarak C, 4 su sekilde yazilabilir
Ca,n = supyeq infoepy) Da(W| gl p).-

Tiim convex A C P(X)’lar i¢in bu ifadedeki supremum ile infimumun yerleri sonucu degistirmeden
degistirilebilir, bkz Nakiboglu (2019a):

sup,e 4 infyepy) Da(W| q| p) = inf jep(yy sup,eq Do (Wl q] p) -
Ayrica C, 4'nin sonlu oldugu tiim convex A C P(X)’larda
Ca,A = SUPpea Da(WH Qa,fl‘ p)

esitligini saglayan bir Augustin merkezi g, 4 € P()) vardir, bkz. Nakiboglu (2019a).

Eger W : X — P(Y) aym zamanda (X, X)’den (Y,))’a bir prabability kerneli tanimliyorsa
Augustin bilgisi sadece p € P(X) igin degil ayn1 zamanda p € P(X) i¢in de tanimlanabilir. Maliyet
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kisith durumlarda, yani A C P(X) ve A C P(X) maliyet kisitlar1 tarafindan belirlenen kiimeler
oldugunda, C, 4 = Cy, 4 esitliginin saglandigi Nakiboglu (2019a)’da ispatlanmigtir.

a=1 i¢in Renyi divergence Kullback—Leibler divergence’a, Augustin bilgisi mutual informationa,

Augustin kapasitesi kanal kapasitesine esittir: Di(w| ¢)=D(w|| q), Li(p; W)=1(p; W), ve C1 4=C4y.

3.1.3 Exponent Fonksiyonlari

Herhangi bir A C P(X) (veya A C P(X)) ve herhangi bir pozitif hiz degeri R i¢in Kiire sikigtirma

iissii (KSU), Augustin kapasitesi cinsinden su sekilde tanimlanir
Esp(R, A):=sup,e(0.1) 52 (Caut — R) VR € Rt

Augustin kapasitesi C, 4, a’'nun azalmayan bir fonksiyonu oldugu i¢in kanal kapasitesinden biiyiik

olan tiim R degerleri i¢in KSU sifirdir:
Ey(R,A)=0 VR > Ci4.

Bu tamm KSU'niin Galager fonksiyonlar1 cinsinden Shannon vd. (1967a)’de verilen tammina ve
kisith (constraint) durumlarda i¢in Haroutunian formu cinsinden Csiszar & Korner (2011)’da verilen
tanimina 6zdestir, bkz Nakiboglu (2020b). Ayni sekilde Shannon (1959); Wyner (1988)’da elde edilen
KSU ifadeleri de bu tanimin Gaussian ve Poisson modelleri icin elde edilmis bir ézel halleridir, bkz
Nakiboglu (2020b). Bu tamim ile yapilan genel bir KSS ispat1 Nakiboglu (2020b)’da sunulmustur.

Benzer sekilde Rassal kodlama iissii (RKU) de Augustin kapasitesi cinsinden tanimlanir:
E. (R, A):=8suPae(o.5,1) =2 (Cun — R) VR € R+.
Kanal kapasitesinden biiyiik olan tiim R degerleri icin RKU sifirdir:

E.(R,A) =0 VR > Ci4.

Strong converse iissii (SCU) de Augustin kapasitesi cinsinden tanimlanir:

Ese(R, A):=5upyen ) =2 (Cyn—R) VR € Ry.
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Kanal kapasitesinden diigiik tiim R degerleri icin SCU sifirdir:
Esc(R,A) =0 VR < Cia.

Constant composition kodlarin performanlarimi incelemek igin A ={p} oldugu duruma odaklanacagiz;
bunun sonucu olarak da C, 4 = I(p; W) esitligi saglanacak. Agustin bilgisinin a’nin siirekli gekilde
tiirevlenebilir bir fonksiyonu olmasi 6zelligini kullanarak, constant composition kodlar icin taniml
KSU Esp(R, p)nin ve RKU Es.(R, p)’nin « cinsinden parametrik ifadelerini elde edilebilir. Bir son-
raki boliimde tanimlayacagimiz egik kanal kavrami cinsinden verilen bu ifadeleri o boliimiin sonunda

bulabilirsiniz.

3.2 Hypothesis testing ve egik olasilik dagilimlari/kanallar
3.2.1 Egik olasihik dagilimlari

Aym measurable uzay tizerinde tanimh iki olasilik measure w ve ¢ i¢in Dy (w]| ¢)’'nun sonlu oldugu
tiim durumlarda egik olasilik dagilimi wg, hem w hem de ¢ icin referans measure1 olan bir v cinsinden

su sekilde tanimlanir

duf _ (dwye (dg)7 (1-a)Dafwl)
dv 7 \dv dv :

Egik olasilik dagilimlarinin en 6nemli 6zelligi carpim sgeklinde verilen olasilik dagilimlar: arasinda

yapildiklarinda bu formu korumlaridir. Daha agik olarak ifade edecek olursak, w ve ¢

wW=w @ - Q wy w, € P(V,) Vy
(=0 Q@ n 0 €P) V)

formunda oldugunda D, (w|| ¢) sonlu oldugu her durumda
wl=v®- - ®u,

v, = {w,}& icin saglanmaktadur.

Proje Sonu¢ Raporu 9



3.2.2 Hypothesis testing ve egik olasilik dagilimlari

Bu carpim {izelligini kullanarak hypotheisis testing problemindeki birinci ve ikincil hata olasilik-
lariin exponentlarimin aym anda o’min (0,1) arahgindaki herhangi bir degeri i¢in Dy (wd|| w) ve
Dy (wdl|| q) degerlerini alabileceklerini ve bu sekilde parametrik olarak belirlenen egrinin error ex-
ponent trade-offunu mutlak olarak belirledigi Shannon vd. (1967a)’da gosterilmigtir. Shannon vd.
(1967a) bu sonucu elde etmek igin sadece Chebyshev egitsizligini kullanmigtir. Csiszar & Longo
(1971) egik olasihk dagilimi wg igin Strassen (1962)'in sonuglarmi kullanarak bu sonuglar iy-
ilestirmeyi ve sadece tissel terimleri degil onlarin ¢arpam olan terimleri ve hatta sabitleri belir-
lemeyi denemigtir. Maalesef bir iglem hatasindan dolay1 Csiszar & Longo (1971) dogru sonuglar:
elde edememigtir. Yakin zamanda Csiszar & Longo (1971)’da iglem hatasi yapilmasa elde edilecek
sonuglar1 Vazquez-Vilar vd. (2018) eyer noktasi yaklagimi ile elde etmistir. Nakiboglu (2020a), hy-
pothesis problemi igin Csiszar & Longo (1971) yaptig1 gibi egik olasilik dagilimi wd’yu kullandik ve
Berry—Esseen teoremini yardimiyla sadece optimum exponent trade-offu degil ayni zamanda bu {issel
fonksiyonlarin garpani olan subexponential fonksiyonlar: da belirledik. Csiszar & Longo (1971)’da da
belirtildigi iizere bu teknik birincil hata olasilig: sifira gitmedigi durumlarda da kullanilabilmektedir,

Cheng & Nakiboglu (2020)’da sunulan sonuglar da bu gozleme dayanmaktadir.

3.2.3 Egik Kanallar

Herhangi bir a € R+, kanal W : X — P(Y), ve output dagihmi ¢ € P()) i¢in egik kanal W, input
kiimesi {z € X : Do(W(2)|| q¢) < co}’dan P(Y)’ya bir fonksiyon olarak su sekilde tanimlanir

AWia),_ (dvglfx)f (%)1‘“ (1) Dal( W (@)]|a)

Egik kanal kavrami Augustin ortalamasim karakterize etmekte kullanilan Augustin operatorii
kavramimin tanimlanmasinda da kullanilmaktadir. Herhangi bir o € R+, kanal W : X — P()),
ve input dagiimi p € P(X) igin Augustin operatori T (+) @ Qap — P(Y) ve onun domaini
Qa,p C P(Y) asagrdaki sekilde tanimlanir

Qap:={q€PY) : Da(W| q| p) <0},
Tap (@)= p(z) Wi(x) Vg € Qap.

Augustin ortalamasi ¢, ,"1 tanimlayan esitlik (1)’dir. Fakat Augustin ortalamasmin ayni zamanda
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Augustin operatoriiniin bir sabit noktasidir ve ¢, ~ ¢q,p iliskisini saglar, bkz. Nakiboglu (2019a):

Ta,p (dap) = Gap QP:Z p(z) W(z).

x

Ote taraftan gp=q ve Top(q) = g, iligkilerinin ikisini ayn1 anda saglayan tek olasiik dagilimi

Augustin ortalamasi ¢, p’'dir, bkz. Nakiboglu (2019a).

Augustin ortalamasinin Augustin operatoriiniin sabit noktasi olmasi Augustin ortlamasim karak-
terize etmekte kullamldig1 gibi Eg, (R, p) ve Ey(R, p)'nin parametrik ifadelerinin elde edilmesinde
ve §3.1.3’de verilen tanimlarin Haroutunian form kullamilarak yapilan tanimlara denk oldugunu

gosterilmesinde de kullanilmakadir.

KSU ammn (0,1) araligindaki degerleri kullanilarak asagidaki parametrik ifade ile karakterize
edilebilir

Egp(R,p) = Di(Wapll W|p) (2)
R = Di(Wapll gop| ) (3)
= Lo (p; Wa,p) ) (4)

burara W, , = Waer dir. Ayrica KSU egrisinin egimi de dE%(]f’m = % esitligini saglamaktadir,

Nakiboglu (2020b).

SCU ise a’nin (1, 00) araligindaki degerleri kullanilarak agagidaki parametrik ifade ile karakterize
edilebilir

ESC(R,p) = Dl(Wa,pH W‘ p) (5)
R = Dl(Wa,p” qa,p‘ D) (6)
= Ia(p; Wa,p) . (7)

3.3 Hizlh Sonumli Kanallar

Bazi durumlarda kanal outputu y’nin istatistiksel davramigi kanalin inputu z yaminda istatistiksel
dagilimi kanal inputu z’den bagimsiz olan bir kanal durumu h’ye baglh olabilir. Kanal outputu
y, kanal durumu h, ve kanal inputu z’in sonlu kiimelere ait oldugu durumda bu tir kanallarin

davranigi inputdan bagimsiz bir kanal durumu dagilimi g € P(H) ve kanal durumuna (séniimlenme
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parametresine) bagh bir kanal W : X x H — P(}) cinsinden su sekilde 6zetlenebilir

PHY =h Y] =y | XP=af] = [ g(h) W(wla he) — Vhe € 3,y € Y, 2 € Xy € Zo

t=1

Kanal durumunun alic1 tarafindan bilindigi fakat gonderici tarafindan bilinmedigi durumlarda bu
tiir kanallara alicida kanal durum bilgisi olan hizli séniimlii kanallar denir. Kanal durum bilgisini
de bir kanal ¢iktisi olarak degerlendirdigimizde bu tiir kanallar1 séniimlenme etkisi olmayan kanallar

olarak da diislinebiliriz:

t=1

V:X — P(H xY) asagidaki gibi tanimlandigy takdirde
V(h,ylz) = g(h) W(ylz, h). (8)

Nakiboglu (2020b)’de belirtildigi tizere alicida kanal durum bilgisi olan soniimlii kanallar X, Y, H
kiimeleri sonlu sayida elemana sahip kiimeler olmadiginda da séniimlii olmayan memoryless bir kanal

olarak degerlendirilebilir.

Nakiboglu (2019a)’nin sonucu olarak her p € P(X) igin agagidaki esitligi saglayan bir Augustin

mean S, , vardir:

Ia(p§ V) = Doa(VH Sa,p’ p) .

Nakiboglu (2019a)’nin sonucu olarak p € P(X) i¢in ve her h degeri i¢in asagidaki esitligi saglayan

bir Augustin mean ¢ ,(h) vardir:

la(p; W (-, h)) = Da(W (-, h)|| gap(h)] ) -

Sontimlii kanallar ile ilgili cevaplamaya caligacagimiz temel sorulardan biri hangi durumlarda

Sap (B Y) = 9a(h)gap(ylh). 9)

iligkisini saglayan bir g, € P(H) oldugudur. o = 1 oldugunda bu esitligin ¢g; = ¢ i¢in saglandigi ko-
laylikla goriilmektedir. a’nin diger degerleri i¢in bu soruyu benzer bir ¢arpanlara ayirma 6zelliginin
egik kanallarda gecerli olmasi i¢in hem gerekli hem de yeterli olan bir kosul bularak cevaplayacagiz.
Bu sorunun cevabini kullanarak da hizli soniimlii binary simetrik kanallar icin KSU’yii hesaplayip,

soniimlii olmayan benzer bir binary simetrik kanalin KSU’sii ile karsilagtiracagiz.
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3.4 Banach-Sach Ozelligi ve Quasi-Convexity: Tikizhga bir alternatif

Nakiboglu (2019a)’da Augustin (1978)’deki Augustin bilgisi tanimi probability kernelleri yardimiyla
P(X)’den P(X)’e genellegtirilmigtir. Fakat Augustin ortalmasinin varligi, tekligi, ve Augustin oper-
atoriiniin sabit noktasi olarak karakterize edilmesi daha dénceden yaplmamigtir. Verda (2021) efektif
olarak Augustin operatoriiniin ¢ ~ ¢, olan bir sabit noktasi oldugu savini Augusint ortalamasimin
tanimi olarak kullanmistir; ama bu savi ispatlamamistir. Boyle bir sabit notkanin oldugu her du-
rumda bu noktanin Augustin ortalamasina esit olacag: ise (Nakiboglu, 2019a, Lemma 13)’iin ispat1
icin kullanilan argiimanlarin dogal bir sonucudur. Fakat boyle bir sabit noktanin varligi bir tanim

degil ancak bir ispat ile gecerli kabul edilebilecek bir savdir.

Nakiboglu (2019a) ve Augustin (1978) detaylar1 farkli olsada tikizlik (compactness) kavramini
kullanarak Augustin operatoriiniin bir sabit noktasi oldugunu ve sabit noktanin Augustin ortala-

masina esit oldugunu gostermigtir.

Cheng & Nakiboglu (2021)’da tikizlik kavramim kullanmadan Augutin ortalamasmin varligini
gostermek i¢in Banach—Sachs 6zelliginden (Bogachev, 2007, Cor. 4.7.17) ozelliginden faydalandik.
Fakat Banach—Sachs 6zelligi sadece uniformly convex uzaylarda gegerli bir oldugu ilk énce Agustin
bilgisini tammlayan optimizasyon problemini P())’den «’ya bagh olarak segilen bir 7 igin bir
L7 (gp)’ya tasidik:

LT(gp):=Af Il < oo},

Il </f |quy> g

Burada 7'yu Renyi divergence D, (w|| ¢)’nin ¢ cinsinden sagladig1 convexligi optimizasyon problem-

inin tagindig1 uzayda da saglamasini garanti edecek sekilde sectik. Boylece

lim; Do (W]l ¢ p) = La(p; W)

esitligini saglayan her {q,},cz, i¢in Banach-Sachs 6zelliginin 6ngordiigii convergent ortalamanin da

optimum degere ulagtigini lower-semi-continuity’yi de kullanarak gosterdik.

Bu sekilde var oldugunu ispatladigimiz Agustin ortalamasi g, , nin Augustin operatoriiniin sabit
noktasi olacagini géstermek igin ise énce egik Augustin operatorleri Tﬁ p (+)’lar1 tamimladik. Sonra da

egik Augustin operatorlerinin Augustin opertorii ile aym sabit noktalara sahip olduklarini gésterdik.
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Daha sonra da asagida verilen monotonluk 6zelligininin

Da(W 4l p) = Da(WI T2, (0)] ) = 22EED i1, (g) = g

hem « € (0,1) ve 8 € (0,1] oldugunda, hem de a € (1,00) ve € (0,1 A =15) oldugunda gegerli

oldugunu gosterdik.
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4 BULGULAR

4.1 Rafine Kiire Sikigtirma Siniri

I (p; W)’den kiigiik Iy(p; W)’dan biiyiik tiim hiz degerleri i¢in, tiim codewordlerinin komopozisyonu
p olan, n uzunlugunda ve R hizindaki olan tiim kodlarin, teknik bir kogul saglandiginda hata
olasiliklarinin, p, W, ve R tarafindan belirlenen ve R ile stirekli bir gekilde degigen bir A sabiti i¢in

pé”) > An =050~ Egy(R.p)) o —nEsp(R.p) (10)
seklinde? sinirlandig ispatlandi, (Nakiboglu, 2020a, Theorem 5.1). (10)’de verilen esitsizligin gegerli
olmasi igin gerekli teknik kogul herhangi bir (p, W, R) figliisii igin yeterince biiyiik tiim n deger-
lerinde saglanmaktadir ve bu kogul eger herhangi bir hiz degerinde saglanirsa ondan biiyiik tiim hiz

degerlerinde de saglanmaktadir.

Renyi simetrik kanallar i¢in rafine KSS (Nakiboglu, 2020a, Theorem 5.8)’da, Gassian kanallar
i¢in rafine KSS (Nakiboglu, 2020a, Theorem 5.10)’de sunulmustur. Kanallarin 6zelliklerine bagh bir
takim teknik farkliliklar: igermekle birlikte bu rafine KSS sonuglarinin ispatlari ayni temel adimlar:

uygulamaktadir:

(i) Her bir mesajin hata olasihiginin ona kargihk gelen codewordun output dagilimi ile Augustin
ortalamasi/merkezi kullanilarak elde edilen ¢arpim dagilimi arasindaki hypothesis testing prob-

leminin hata olasiliklar ile iligkilendirilmesi.

(ii) Hypothesis testing probleminin hata olasihigin egik kanal ve Berry—Essen teoremi yardimiyla

sinirlanmasi.

Bu adimlar1 uygulayarak rafine KSSleri Bahadur & Rao (1960) veya eyer noktasi yaklagimi gibi
sonuglar: kullanmadan da ispatlanabilecegini gostermis olduk. (10)’de verilen A sabitini iyilesmirmek
i¢in Csiszar & Longo (1971) énerdigi gibi Strassen (1962)’in sonuglar1 egik kanal kavram ile birlikte

kullanilabilir.

Son olarak bu problemde Augustin ortalamasi/merkezi kavraminin oynag: kritik roliin altin1 bir
kez daha c¢izelim. Kanal kodlarinin hata olasiliklarini hypothesis testing probleminin hata olasilik-

larina tagirken Augustin ortalamasi/merkezi yerine bagka bir dagihmi kullanihirsa, rafine KSSler

2E;p(R7p) = %ESP(sz)L-:R'
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elde edilemez. Bu etki sadece elde ettigimiz asimptotik ifade ilgili de degildir, béyle bir yanlis se¢im
sonlu blok uzunluklarinda fark yaratmaktadir, bkz. (Vazquez-Vilar, 2021, Sekil 4).

4.2 Rafine Strong Converse Siniri

I (p; W)'den biiyiik tiim hiz degerleri igin, tiim codewordlerinin komopozisyonu p olan, n uzun-
lugunda ve R hizindaki olan tiim kodlarin hata olasiliklarinin, p, W, ve R tarafindan belirlenen ve

R ile siirekli bir gekilde degigen bir A sabiti igin

P‘gn) Z 1 _ An—0.5(1—Eéc(R,p))e—’n,Esc(R,p) (11)

seklinde?® siirlandigi Cheng & Nakiboglu (2020)’de ispatlandi. SCE’nin tiirevi R = I (p; W) da sifir
olan ve monotone olarak artarak bir degerine ulagan bir fonksiyon oldugu i¢in (11), en azindan

I (p; W)’a yeterince yakin olan hizlarda (12)’da verilen Arimoto simirim iyilegtirmektedir.
P{M > 1 — el Bop), (12)

Rafine KSSlerde yapildigi gibi rafine SCS’de Renyi simetrik kanallarda ve Gassian kanallarda da is-
patlanabilir. Ayrica (11)’deki A sabiti de Csiszar & Longo (1971) 6nerdigi sekilde Strassen (1962)’in
sonuglarini egik kanal kavrami ile birlikte uygulayarak iyilegtirilebilir. Ama bu iyilegtirmelerin

otesinde (11)’in Arimoto sinirii iyilegtiren ilk sonug oldugunu belirtmekte fayda var.

4.3 Hizh Soniimli Kanallarda KSS ve Egik Kanalin Carpanlarina Ayrilabilmesi

Yildiz & Nakiboglu (2022)’de hizli séniimlii kanallarda (9)’da anlatilan ¢arpanlara ayrilmanin gergek-
lesebilmesi i¢in bir yeter sartin benzer bir carpanlara ayrilma 6zelliginin egik kanal igin gecerli olmasi
oldugu ispatlandi ve egik kanal icin ¢arpanlara ayrilma oOzelliginin gegerli olmasi i¢in hem gerekli
hem de yeterli olan bir kosul elde edildi: (8) ile verilen herhangi bir discrete hizli séniimlii kanal
V:X—=P(HxY) ve input dagilimi p € P(X) igin eger

Vap(h, ylz) = ga(h) Wap(y|z, h) Vh,y ve Vz : p(z) >0 (13)

3E;C(R7p) = C%—ESC(Typ)’T:R'
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esitligini saglayan bir g, € P(H) varsa bu g,
Sa,p (s ¥) = 9o (h) Gap (ylh)- Vh,y (14)
esitligini de saglar. Ayrica (13) esitligini saglayan bir g, € P(H) ancak ve ancak
Do (W (z, h)|| ga,p(h)) = a(z) + b(h) Vh ve Yz : p(z) >0 (15)

esitligini saglayan bir ¢ : X — R ve b : H{ — R var oldugunda var olur.

(15)’da verilen kogul her kanal ve her input dagilimi i¢in saglanmasa da uygulamalar agisindan
onemli bazi durumlarda saglanmaktadir. Ornegin tiim A degerleri icin W (-, h) kanalinin Agusutin

kapasitesi ayni input dagilimi p tarafindan saglaniyorsa,
Ia(p;W('a h)) = Ooz,h Vh g(h) > 0. (16)
(15) agagidaki g, ifadesi i¢in
~ L_lc _ —1 L_IC
ga(h) = (D g(h)e™s i) g(n)e"s Con (17)

gegerli olmaktadir. Bu durumda KSS igin su parametrik ifade elde edilebilmektedir:

Ey(R, V) = Di(gall 9) + Di(Wapll W|pga), (18)
R= Dl(Wa,p qo,p pga) ) (19)
= ]1@9a§ Wa,p) (20)

(16)’de verilen hipotezi hem hizl soniimlii Binary Erasure Kanali (FBEC) hem de hizli séniimlii
Binary Simetrik Kanal (FBSC) saglamaktadir. Soniimlenmenin KSS iizerindeki niteliksel etkisini
anlamanin bir yolu aymi kanal kapasitesine sahip BEC ve FBEClerin KSSlerini veya ayni kanal
kapasitesine sahip BSC ve FBSClerin KSSlerini kargilagtirmaktir. Yildiz & Nakiboglu (2022)’de aym
kanal kapasitesine sahip BEC ve FBEClerin KSSlerinin de ayni olacag: gosterilmisgtir. FBSClerin
KSSleri ise onlar ile ayni kanal kapasitesine sahip BSClerin KSSlerinden her zaman daha biiyiik
olmaktadir, Sekil 2 belirli bir BSC, FBSC ciftinin farkli hizlardaki KSS degerlerini gostermektedir.
Sekil 3 ise FBSC KSSsinin belirli bir hizdaki degerinin BSC KSSsine oranini olas1 h degerlerinin

fonksiyonu olarak gostermektedir.
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Sekil 2: Crossover olasiligi 0.1 olan BSC ile ¢(0) = 0.531 ve ¢(0.5) = 0.469 olan FBSC’nin KSSleri.
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Sekil 3: Crossover olasihigi 0.1 olan BSC ile aym kanal kapasitesine (C = 0.368) ve sadece iki farkh
h degerine sahip FBSClerin R = 0.131daki KSSlerinin BSC’nin ayni hizdaki KSSsine orani.
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4.4 Augustin Ortalamas1 ve Augustin Operatorii

Daha 6nce sadece sonlu sayida noktaya pozitif olasilik veren olasilik dagilim fonksilonlar: igin ve be-
lirlir kanallardaki belirli input dagilimlar: i¢in var oldugu ispatlanmig olan Augustin ortalamasimin
varlig1 ve tekligi countably generated output o-cebirine sahip olan tiim kanallarda sonlu bir Augustin
bilgisi degerine sahip olan tiim input dagilimlar: igin ispatlandi. Ayrica bir input dagiliminin yarat-
t181 output dagiliminin o input dagilimimin Augustin ortalamasi i¢in bir referans measurer oldugu,

yani go p<¢p, gosterildi, bkz. (Cheng & Nakiboglu, 2021, Lemma 5).

Bir ¢ok durumda W (z)=<g, p-a.s. saglanmaktadir. Fakat baz1 kanallarda ve input dagilmlarinda
bu ozellik gegerli degildir. Boyle durumlarda W, Radon—Nikodym teoremi yardimiyla

W(z) = Wo(z)+ Wi (z)

seklinde, W.(z)<qy, ve W (z) L ¢, kogullarin1 saglamak kaydiyla tek bir sekilde yazilabilir. Bu
sekilde belirlenen W.(z)’leri kullanarak ¢; € MT(Y) su sekilde tanimlamr

dgy v [dWe(X)

f2—E,| Y0 (21)
W (z)<gp p-a.s. Ozelliginin saglandigl her durumda gz = gpdir, érnegin I (p; W) < oo oldugunda.?
Daha once incelenmis tiim durumlarda g, ~ g, gegerlidir. Fakat bu ozelligin her zaman gegerli
olmayabilecegi ve her durumda gegerli olan iliskinin ¢4, ~ ¢5 oldugu gosterildi. Ayrica Augustin

ortalamasi g, nin

Tap (Qa,p) = qa,p,
Diva(apll @) = Da(W| q|p) — In(p; W) > Dina(gapll ) Vg e P(Y)

iligkilerini sagladigi ve hem ¢z <¢ hem de T, ;, (¢) = ¢ 6zelliklerini saglayan tek ¢ € P(Y)'nin ¢ = gq,p
oldugu ispatlandi, bkz. (Cheng & Nakiboglu, 2021, Lemma 7).

411 (p; W) sonsuz oldugu bir ¢ok durumda da hem W(z)<gq, p-a.s. 6zelliginin hem de bunun bir sonucu olarak
¢ = qp saglanir.
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5 SONUC

Nakiboglu (2020a)’de belirli simetri kabulleri altinda ispatlanan rafine KSS’nin bu simetri kab-
ulleri gegerli olmadiginda da gegerli olacagi 6n goriilmektedir. Bu durumda rafine KSS’yi ispat-
layabilmek icin E,, (R, p)'nin optimum p etrafindaki degigiminin kullamlarak Tomamichel & Tan

(2013)’de kullanilan tiirden bir grid olusturulmas: bu problemin ¢6ztimii i¢in yeterli olacaktir.

Soniimlii kanallarin incelenmesindeki temel motivasyonlardan biri de soniimlii Gassian kanallar
icin KSUniin hesaplanmasi ve bu sekilde Shin & Win (2009); Zhang vd. (2013) gibi calismalarda
elde edilen erisilebilirlik sonuglarinin elde edilebilecek en iyi sonuclar olup olmadiginin belirlen-
mesiydi. Gaussian kanallar Gaussian input dagihmlar i¢in (15)’de verilen 6zelligi saglamamaktadir,
dolayisiyla Yildiz & Nakiboglu (2022)’'nin sonuglar1 Gaussian kanallara uygulanamamaktadir. Bu
problemin ¢6ziimii i¢in faydali olacak bir ara problem Gaussian kanallarda Gaussian input dagilim-
lar1 uygulandiginda egik kanal i¢in kanal outputu y’nin dagiliminin kanal bilgisi ~ ve kanal inputu

x verili oldugunda Gaussian olacagi bir soniimlenme dagilimi olup olmadiginin belirlenmesidir.
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Augustin bilgi 6lguleri ve bunlarin kanal kodlamasi problemindeki optimal performansi
karakterize etmekte kullanimi dort problem uzerinden incelenmisgtir.

Memoryless kanallarda constant composition kodlar igin kodun empirik dagiliminin mutual
informationi kodun hizindan yuksek oldugu durumlarda rafine kire sikistirma sinir
ispatlanmistir. Ispat farkli codeswordlere karsilik gelen output dagilimlari ile Augustin
ortalamasinin garpimi ile elde edilen output dagilimi arasindaki hypothesis testing problemi
icin egiklik parametresinin kodun haberlesme hizi tarafindan belirlenen bir degerinde Berry-
Esseen teoreminin kullaniimasi fikrine dayanmaktadir. Yontemde kiiglik degisiklikler yaparak
rafine kure sikistirma siniri Renyi-simetrik kanallar ve Gauss kanallari igin de ispatlanmistir.

Memoryless kanallarda constant composition kodlar i¢in kodun empirik dagiliminin mutual
informationi kodun hizindan distik oldugu durumlarda daha 6nce bilinen tim sonuglari
iyilestiren bir rafine strong converse siniri ispatlanmistir. Kiiglik degisikliklerle rafine strong
converse siniri Renyi-simetrik kanallarda ve Gauss kanallarda da ispatlanabilmektedir.

Alicida kanal durum bilgisi olan hizli sénimlu kanallar igin sénimli kanalin egik kanalinin
egik bir kanal durum dagilimi ile verili bir kanal durumunun egik kanalinin garpimi olarak ifade
edilebilmesi igin gerekli ve yeterli olan bir kosul belirlendi.

Input dagilimi ve kanal ile ilgili sik¢a kullanilan tim continuous modellerce saglanan
hipotezler altinda Augustin ortalamasinin varligi ve tekligi kanitlandi, Augustin ortalamasi
Augustin operatoriiniin sabit nokta olarak karakterize edildi.

ARDEB PROJE TAKIP SISTEMI




Abstract:

Augustin information measures and their use in characterizing the performance of optimal
performance in channel coding problem is investigated through four problems.

For constant composition codes on stationary memoryless channels with a rate less than the
mutual information of corresponding to the composition of the codes a refined sphere packing
bound is derived. Derivation employs the Berry-Esseen theorem in the hypothesis testing
problem between the output distribution corresponding to different codeswords and the
product distribution corresponding to the Augustin mean, at a tilting parameter value
determined by the rate of the code. With minor modifications refined sphere packing bounds
are derived for codes on Renyi?symmetric

channels and Gaussian channels.

For constant composition codes on stationary memoryless channels with a rate greater than
the mutual information of corresponding to the composition of the codes a refined strong
converse bound is derived, which improves up on all the previously known results. With minor
modifications refined strong converse bounds can be derived for codes on Renyi?symmetric
channels and Gaussian channels.

For fast fading channels with channel state information at the receiver a necessary and
sufficient condition is determined for the tilted channel of the fading channel be the product of
a tilted distribution of the channel state and the tilted channel corresponding to the given
channel state.

The existence of a unique Augustin mean is proved and it is characterized as fixed point of
the Augustin operator under rather mild hypothesis on input measures and channels that are
satisfied

by all of the commonly used continuous models.
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